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ز  جمة قائمة المساهمي  ز الير : )تضم هذه القائمة كل من ساعدنا على تحسي 

 . باكتشاف الأخطاء على سبيل المثال( 
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، واكتشف  أمثلة جديدة ألّففقط؛ حاربه! اطرح أسئلتك، و هتقرأ ” لا

ضرورية؟ هل العكس صحيح؟  البراهين الخاصة بك. هل الفرضية 

ماذا يحدث في الحالة الخاصة الكلاسيكية؟ ماذا عن الحالات  

 المتطرفة؟ أين يستخدم الاثبات الفرضية؟ " 

 بول هالموس

 

 بطريقتها، شعر الأفكار المنطقية."  البحتة،"الرياضيات 

ت أينشتاين   ألير

 

  اإنهعقلك. ل ولكن ،الرياضيةالذهاب إلى صالة الألعاب ك"الرياضيات  

 ".  العقلشحذ ت

 دانيكا ماكيلار 

 

الشائكة   تناقضاتهاللرياضيات هو أن  جدًا  "أحد الجوانب الجذابة

 تزهر نظريات جميلة." 

 فيليب ج. ديفيس 
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 0الفصل 

وع   عن هذا المشر

بموجب ترخيص الثقافة  وأصدرتسهلة القراءة وغي  مكلفة  توفي  نسخة من أصول إقليدسهو الهدف من هذا الكتاب  

 المفتوحة. 

ز أن هذه الطبعة  :إقليدس إلى أنه أصوليشي  عنوان إحياء  ي حي 
الإثباتات  كتابة أعيد   إلا أنهنتائج إقليدس وتثبتها،  تذكر فز

ت بالكامل باستخدام الرياضيات الحديثة. هذا   م. ق.  300الأصول عام منذ نشر  ،تقريبًا  ،لأن الرياضيات قد تغي 

ي الثقافة الهلنستية 
ا لطول يمكن قياسه. أعطى هذا لإقليدس إمكانية الوصول إلى جميع الأرقام    لإقليدس،فز

ً
كان الرقم مرادف

  يعرف  ألفية أخرى، لمقبل   يُبتكر الجير لن  علمبما أن  ،صفر ولا الأرقام السالبة. ولكنلإلى ا ه لم يصل بهذا ولكن ،الموجبة

ي يمكن تلخيصها   47 قضيةال الأول، إقليدس أن نتيجة الكتاب 
𝐚𝟐المعادلة  فز + 𝐛𝟐 = 𝐜𝟐 . 

: منطق الإثبات، ومفهوم إقليدس القديم للأرقام.  الأ الأصول عندما يواجه طالب حديث  ز صلية أول مرة، فإنه يواجه مشكلتي 

ز إقليدس مع الاحتفاظ بنتائجه الأساسية.  ث هذا الإصدار براهي 
ِّ
 يُحد

ي تقدير م
ي الرياضيات. قد يكون من المستحيل المبالغة فز

السبب الرئيس أن الأصول كانت أهم   إنها دى أهمية هذه النتائج فز

ي العالم لحوالىي للكتاب 
 عام.  2200رياضيات فز

 خذ بعض الوقت لاستيعاب هذا الرقم... 
ُ
ز كتاب للرياضيات من قبل الكثي  من المتعلم  خدماست ي عام. لماذا؟    ي 

لأكير من ألفز

ي أوقات وأماكن م
ي المدارسقلة المنافسة؟ فز

ي حصلت فيها أصول إقليدس ، عينة، نعم، ولكن فز
على موطئ قدم، سرعان  التر

 
ُ
 بعت كتب أخرى. لذلك، لا يمكن أن تكون هذه هي الإجابة الكاملة. ما ات

ز  اهي  ، إلا أنه يمكن الاستغناء عنها. البارعةالير ز اهي   ؟ بينما تظل أصول إقليدس نموذجًا لكيفية كتابة الير

ء يحتاج عالم الرياضيات المبتدئ  تكار ابالمحتوى؟ حتر  ي
إلى  الجير وحساب التفاضل والتكامل، غطت الأصول كل شر

ي مكانها. ادعى مساعد إسحاق نيوتن أنه
خلال خمس    ،معرفته. وحتر بعد ظهور حساب التفاضل والتكامل، ظلت الأصول فز

،  مهمةزال ت إقليدس لا أصول  تإذا كانسنوات من الخدمة، سمع نيوتن يضحك مرة واحدة فقط: سأل أحد الطلاب عما 

الستة الأولى من الثلاثة عشر   المخطوطاتالأولى فقط )أي  ةوسخر نيوتن منه. لكن معظم الطلاب درسوا الكتب الست

ي تتكون منها الأصول الأصلية(. لذلك، لم يدرس الجميع الأصول
 لمحتواها.  ،حصريًا  ، مخطوطة التر

ي   لذلك، يجب أن يكون كل ما هو 
ي النصف الأول قيم فز

ا فز
ً
لكن كل كتاب يبدأ بأساس )تعريفات  ، الأصول موجود

ي عليه قضايا. ( وي  موضوعاتو 
 بتز

ي نظام  و فتاح السؤال: لا تساعد الأصول الطالب على تعلم الهندسة  أعتقد أن هذا م
ا فز
ً
حسب، بل إنها تغمر الطالب أيض

ي مفيد بقدر ما هو 
. بينما يساعد تعلم الجير الطالب على إجراء حساب التفاضل والتكامل والإحصاء، فإن تعلم  ثاقبمنطفر

ز الهندسية من الأصول يساعد الطالب  اهي  مجة   لسليما التفكي   علىالير  والتصميم والير
ي السياسة والفن والموسيفر

فز

ا عقلانيًا  ً  أفضلوالقانون ... يمكن فهم أي موضوع يتطلب تفكي 
ً
 بعد إقليدس.  بصورة

، وسبب الحاجة إليها اليوم، هو أنها تساعد القراء على تعلم التفكي   ي
ي الماضز

ز
ي سبب الحاجة إلى الأصول ف

   . المنطقر

؟لكن إذا كانت الأصول ك ي نهاية القرن التاسع عشر
ا، فلماذا تم التخلىي عنها فز

ً
 تابًا جيد

ي النصف الأخي  من ذلك القرن
ة.   ؛واجهت الرياضيات أزمة فز أدت التعريفات الغامضة والمنطق الغامض إلى تناقضات خطي 

 ، كانت الرياضيات ستنهار. الصوريدون إصلاح شامل للتعريفات وبناء المنطق 
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ي  بعد عدة عقود من ال عمل من قبل العديد من العقول اللامعة، تم الانتهاء من الإصلاح الشامل، مما أدى إلى عصر ذهتر

ي لا يزال يتكشف. لكن هذا الإصلاح الشامل أوضح نقاط ضعف إقليدس: فبينما ظل منطقه سليمًا، كان عرض هذا  
رياصىز

اضات إقليدس غامضة لدرجة أنها غي   نه تم تطوير هندسات  أعملية. الأكير خطورة،  المنطق قديمًا. كانت تعريفات وافير

ا. 
ً
 أخرى، مما يثبت أن عمل إقليدس لم يكن فريد

، دورة متطلبة من كل طالب.  غدو مع  حساب التفاضل والتكامل أساس الهندسة والعلوم، أصبح متطلبه المسبق، الجير

ورة. مع الإدراك المتأخر تمامًا، يكون الخطأ واضحًا  ز الهندسية رفاهية وليست ضز اهي  إجبار كل طالب على   . أصبحت الير

ي تعليم الطلاب كراهية "الريا
( ويعيق  تعلم الجير لم ينجح إلا فز ز الأشخاص حصريًا بالجير ي يربطها ملايي 

ضيات" )التر

 . ي
 محاولاتهم للتفكي  المنطفر

ا 
ً
ت إعادة كتابة  -الطريق إلى الأمام واضح أيض . لقد اخير ئ إقليدس  أصول إما إعادة كتابة الأصول أو تطوير عمل جديد مكافز

،  التمهيدي للهندسة المكتاب ال  ،مرة أخرى، على أمل أن تكون الأصول ز اهي  بنية على موضوعات، ونموذج على كتابة الير

. ل ودراسة حالة  ي
 لمنطق التطبيفر

كل جزء. يجب    دراسة تأن وبعناية خلالبمن الطالب العمل  إقليدس"أصول"  ء الرياضيات، يتطلب إحيا  مثل جميع كتب 

ء عن إيمان تصديق كل نتيجة وعدم من   التأكد على الطالب  ي
ز أن هذه العمليةفقط  شر ي حي 

قد تبدو مملة، إلا أن هذا    . فز

 هو بالضبط ما يفصل أولئك الذين يفهمون الرياضيات عن أولئك الذين لا يفهمونها.  ،الاهتمام بالتفاصيل

ا على 
ً
.  مسائل للواجباتيحتوي هذا الإصدار أيض ي

لية ومفتاح إجابة جزئئ ز ومع ذلك، لا توجد متطلبات مسبقة مطلوبة   الميز

ز ثم  معرفة فهم المادة. أفضل طريقة لإثبات هذا الفهم هي إذا كان هدف الطالب قراءة و  اهي  ز من الير عند   ذكرها عدد معي 

ي استخدم
 أبراهام لنكولن:  ها الطلب. كانت هذه الطريقة التر

ي خلال 
ي فهمت معناها، لكن  توضيحكلمة "  باستمرار  أقابلللقانون، كنت  دراستر

ي البداية أنتز
". اعتقدت فز

ي لم أ
ي عندما سرعان ما اقتنعت أنتز

، "ماذا أعتز أكير مما أعنيه عندما أفكر أو أثبت؟  وضحأفهم. قلت لنفسي

ي استطعت أن  المراجععن أي اثبات آخر؟ " ... لقد راجعت كل القواميس و التوضيح كيف يختلف 
التر

ا 
ً
ا قلت، "لنكولن، لا يمكنك أبد ً  يعنيهإذا كنت لا تفهم ما   محامً أن تكون أجدها، لكن دون نتائج. أخي 

ل والدي، وبقيت هناك حتر أتمكن من المكان ؛" وتركت التوضيح ز ينغفيلد، وذهبت إلى ميز ي سير
أي   ذكر فز

ي  التوضيح. ثم اكتشفت ما يعنيه "عن ظهر قلبالكتب الستة لإقليدس  من قضية
"، وعدت إلى دراسائر

 لقانون. ل

المثلثات وربما الجير الخطىي مفيدة. يجب على   حسابإذا كان الطالب ينوي إثبات بعض المسائل، فستكون النسب والجير و 

 " لريتشارد هاماك، الطبعة الثالثة. كتاب الإثباتالرجوع إلى "الاثباتات  بكتابةالطلاب الذين ليس لديهم معرفة 

ز الكميات ،هي مجموعة من العبارات حول العلاقات : اء الرياضياتعلمكما يراها أن نفهم أن الرياضيات   المهممن  ي   ،بي 
التر

 ثباتات، لا يوجد رياضيات. إدون  يمكن إثباتها. 

https://www.people.vcu.edu/~rhammack/BookOfProof /   

  

https://www.people.vcu.edu/~rhammack/BookOfProof/
https://www.people.vcu.edu/~rhammack/BookOfProof/
https://www.people.vcu.edu/~rhammack/BookOfProof/
https://www.people.vcu.edu/~rhammack/BookOfProof/
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 تكريس الكتاب 

ي المجتمع التعليمي يعتقد أن الجير يوفر مقدمة أفضل للرياضيات من الهندسة. مكرس  هذا الكتاب 
 لكل فرد فز

 إقليدس؟ أصولمن يحتاج إلى إصدار جديد من 

ي سؤال 
 ؟اتدراجال لركوب : من يحتاج إلى عجلات تدريبآخر فكر فز

 لا يعرف كيف يركب دراجة.  شخص

للأفكار المعقدة من الموضوعات البسيطة الأصول  إقليدس، لكن بناء  أصول رسون إلىقد لا يحتاج علماء الرياضيات المتم

ي القرن الحادي   الرياضيات. سيجد الطلاب الذين يحاولون إتقان أصول إقليدس  نهجيظل نموذجًا لكيفية  
أن الرياضيات فز

ا 
ً
ين أقل إرباك  على الرغم من تعريفات إقليدس الأقل ضامة.  ،والعشر

 إقليدس؟أصول كتابة نعيد  لماذا 

ي   40 يةقضعدت الالتغيي  والتبديل إلى زمن بعيد. تحتاج بعض إقليدس   أصول أن فكرةعود ت
الكتاب الأول حشو،  فز

 بالإضافة إلى العديد من توطئات ولازمات الأصول.  

؛ ستظهر العيوب حتمًا بعد قرون من  الدراسة الدقيقة من قبل العقول  من المهم أن ندرك أنه لا يوجد كتاب رياضيات مثالىي

 الذكية. 

ا إدراك وجود أكير من هندسة صحيحة؛ هندسة إقليدس واحدة من العديد من الهندسات )ولكن، ربما،  
ً
ولكن من المهم أيض

ي التعلم(. وبالمثل، بالنسبة لأي نتيجة صحيحة ومنطقية، يوجد أكير من إثبات أو يوجد احتمال وجود أكير من  
أسهل فز

ز إقليدس بأسلوب خاص ل  إثبات.   أنها "أصلية". مجرد  لا يلزم التعامل مع براهي 

هنة   : الأقل لهذا  علىهناك سببان  ، يجب أن يسأل طالب الرياضيات دائمًا عما إذا كانت هناك طريقة أخرى لإثبات مير
ً
أولا

ة للاهتمام.  ي توليد نتيجة جديدة.   مثي 
ا  من المشك ، ثانيًا  يوفر ذلك رؤى، إن لم يساعد فز

ً
 فرد

ً
وك فيه أن إقليدس )إذا كان فعلً

ا( 
ً
ز من مصادر  هو واحد اهي  . من الأرجح أنه )أو علماء مدرسته( جمّع وأعاد كتابة هذه الير ز اهي  المؤلف الوحيد لهذه الير

 
ُ
 عد إعادة الكتابة والتحرير جزءًا من عمل عالم رياضيات. مختلفة. ت

ي تشويه سمعة "الأصول" 
أول كتاب يوضح كيفية بناء مئات الهياكل هي الكتب الثلاثة عشر الأصلية ربما كانت  - هذا لا يعتز

ا 
ً
ياء والهندسة المكتوبة جيد ز ا مشابهًا )وجميع   ،تقريبًا   ،المعقدة بدءًا من مبادئ أولى. تتبع جميع كتب الرياضيات والفي 

ً
تنسيق

 الكتب السيئة لا تتبع(. 

ز الأصلية لإقليدس اهي      -قد عفا عليها الزمن   ولكن لا يزال الحال أن الير
ً
فهي تشي  إلى مفهوم للرياضيات لم يعد قابلا

ي  ؛ للتطبيق
ي اعتبارك إثبات إقليدس   ،.  لرؤية هذا مركب، إلختحليل   و أ ،لأنه لا يمكن توسيعه لإنتاج تحليل حقيفر

ضع فز

 [: 1.3الأصلىي لـ ] 

ز غي  ي  : لأ3 الأول القضيةالكتاب  ز مستقيمي  ز خطي   ط المستقيم الأكير ما يساوي الأصغر. من الخ اقطع ،متساويي 

ض أن ل الإثبات ط أن الأكير  هما  Cو   ABنفير ، بشر ز . يجب قطع خط مستقيم  ABالخطان المستقيمان غي  المتساويي 

.  ABالأصغر من  Cيساوي   الأكير

ض أن الخط   ي دائرة الض رسم ير . وافA، قد وُضِع عند النقطة  C، الذي يساوي الخط المستقيم  ADلنفير
  A  ها مركز التر

 .AD  ها ونصف قطر 
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(  3 قضية: الكتاب الأول، ال 1- 4-0الشكل  ز  )الأصل على اليسار، والمعاد كتابتها على اليمي 

ا  ي C. لكن  ADيساوي  AE، فإن DEFمركز الدائرة   Aوبما أن النقطة 
ً
، فإن كل من ADساوي أيض ساوى ي Cو   AE. وبالتالىي

AD 
ً
 .Cتساوي  AE  ا . إذ

ز من الخطوط المستقيمة غي  المتساوية،   وهكذا، الأصغر،  C، الذي يساوي AE، تم قطع )الخط المستقيم(  Cو   ABلاثني 

.  ABمن   . وهو المطلوب إثباته الأكير

 المعاد كتابته أدناه: بالإثبات قارن الأصل 

ي الطول، من الممكن تقسيم  لأي
ز فز ز غي  متساويتي  ي الطول   حيث الأكير ب القطعةقطعتي 

يكون أحد الجزأين مساويًا فز

 للقطعة الأصغر. 

ز  : الإثبات ْ القطعتي  ئ سرِ
ْ
ن
َ
AB̅̅ أ ط أن   CG̅̅̅̅و ̅̅ CG̅̅̅̅بشر < AB̅̅ AB̅̅. ندعىي أنه يمكن تقسيم  ̅̅ ز   ̅̅ حيث   EB̅̅̅̅ و  AE̅̅̅̅  إلى القطعتي 

AE =  CG. 

ئ القطعة Aمن النقطة  ط أن  AD، أنسر = ADبشر  CG [1.2 .]   ئ الدائرة ي مركزها  A●أنسر
AD̅̅ ونصف قطرها   A التر ̅̅  

ي تتقاطع مع 1.3 مسلمة]
AB̅̅  [ التر  .Eعند  ̅̅

= A  ،AE●مركز   Aلأن   AD  لأن  [1.32]تعريف AD =  CG  1.3.1من القسم  9 حسب الموضوعةالإنشاء(، )حسب  

= AE(، نجد أن المعادلات)باستخدام   CG  .مما يثبت ادعاءنا ، 
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 القراءة الموض بها

 الطبعة الثالثة، ريتشارد هاماك.  (،Book of Proofالإثبات )كتاب 

هناتيقدم هذا الكتاب المفتوح مقدمة للطرق القياسية لإثبات  ا مصاحبًا لأي إصدار   المير
ً
الرياضية. يمكن اعتباره مجلد

ز الر لإ اهي  ياضية أول مرة. تمت الموافقة عليه من قبل مبادرة  قليدس، خاصة لأولئك الذين يتعلمون كيفية قراءة وكتابة الير

ي الرابطة الرياضية الأمريكية 
 الكتاب المفتوح التابعة للمعهد الأمريكي للرياضيات ولديه عدد من المراجعات الجيدة فز

 Math  DL  .وعلى أمازون 

http://www.people.vcu.edu/~rhammack/BookOfProof/index.html   

نت، تم أصول إقليدس بواسطة ديفيد إي جويس   المحافظة عليها برمجتها و  تعلى الإنير

http://aleph0.clarku.edu/~djoyce/java/elements/elements.html 

 ، فرانسيس إدوارد سو إرشادات للكتابة الرياضية الجيدة

 https://www.math.hmc.edu/~su/math131/good-math-writing.pdf 

 جورج بوليا  (،How to Solve itكيف تحلها )

ي أفضل الكتب مبيعًا لعالم الرياضيات  " ي أي مجال كييُ ، سكيف تحلهابوليا،  البارز جر
ف يفكر بطريقة  ظهر لأي شخص فز

ي 
ي   ، مجهول إيجاد إثبات أو  وضعواضح وجذاب، يكشف بوليا كيف يمكن للطريقة الرياضية ل نص صحيحة. فز

أن تساعد فز

ا  - لقد استمتعت أجيال من القراء بتعليمات بوليا الذكية  . أي مشكلة منطقية معالجة
ً
بشأن تجريد الأمور غي    -والرائعة حق

ة إلى قلب المشكلة ".   المهمة والذهاب مباسرر

  http://www.amazon.com/How-Solve-Mathematical-Princeton-Science/dp/ 069116407X   

: إقليدس و  لينسكي   ، ديفيد أصولهملك الفضاء اللامتناهي  بي 

ح  ، إقليدسليس إصدارًا من أصول  ما يجعل العمل ثوريًا.  م  ،نفسها  للأصول ولكنه سرر

https://www.amazon.com/King-Infinite-Space-Euclid-Elements-ebook/dp/B00HTQ320S 

 مرجع الرياضيات المفتوح

 http://www.mathopenref.com 

http://www.mathopenref.com/trianglecenters.html 

http://www.people.vcu.edu/~rhammack/BookOfProof/index.html
http://www.mathopenref.com/
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 1الفصل 

 متوازيات الأضلاع و الخطوط المتوازية و الزوايا 

ز يجب على  ي عملية التعلم لا يمكن تجنبه.  أساشي خطوة بخطوة. هذا عنصر  الإثباتات دراسةإنشاء الأشكال و  الدارسي 
فز

 ". دون تعب: "لا أحد يتعلم الرياضيات أي، "لا يوجد طريق ملكي للهندسة"، قديمًا قالوا 

 الرموز والمنطق والتعريفات 1-1

ي الكتاب - إلى قضايا إقليدس يُشار 
ز  -فز ز ] بي  كتب على سبيل المثال،   [؛  حاضتي 

ُ
لإشارة إلى القضية الثانية  ل ، [32-3]ت

ي الفصل الثالث،
 من كتابة   والثلاثون فز

ً
ا   يُشار وما إلى ذلك، والتعريفات  ". الموضوعات32-3 القضية"بدلا

ً
بطريقة  إليها أيض

ي  12على سبيل المثال، التعريف  مماثلة؛
: ]  الشكليُكتب ب  1الفصل  فز يُشار إليها بالطريقة تمارين [. ال12-1تعريف التالىي

 من التمرين # 1، 5-3]  التالية: 
ً
 . 5-3 لقضيةل  1[ بدلا

ي الفصل 2- 2-10)بـ  المعادلات المرقمة سيُشار إلى 
 من المعادلة الثانية فز

ً
 . 2  الجزء، 10( بدلا

باستخدام القضايا   التمارينجميعًا. عمومًا، من المتوقع حل  حلها  بأن عليكتشعر  بعضها ولا   حل: التمارينملاحظة على 

ي سبقته. على سبيل المثال، يجب تجربة التمرين ] والتمارين  واللازمات
  ، [#3، 32-1التر

ً
[  1-1]  من لقضايا باستخدام ا ،أولا

القضية  فكر إذا كانت تأن  ك [ بالإضافة إلى جميع التمارين السابقة. إذا ثبت أن هذا صعب أو محبط للغاية، فعلي32-1] إلى

ي حل  ات[ أو اللاحق1-33]
ا استخدام التمرينلها )وتمارينها( قد تساعد فز

ً
المثلثات أو الجير الخطىي أو أي   حساب. يجوز أيض

ي حل المسائل الصعبة. تقنيات رياضية م
 عاضة أخرى فز

ي ستحتاجها لقراءة الكتاب  الرموز  1-1-1
 التر

ستخدم 
ُ
 الرموز التالية للإشارة إلى الأشكال أو العلاقات الهندسية القياسية: ست

ي مركزها . ●: الرمز ب سيُشار إليه• الدوائر 
،  إذا لم يكن المركز معلومًا  . A●بالرمز    Aعلىي سبيل المثال سنشي  إلى الدائرة التر

 .ABC●نقاط على محيطها، مثل  ثلاث  الدائرة بسيُشار إلى 

    ▲: سيُشار إليه بالرمز مثلثات ال• 

    ▰: سيُشار إليه بالرمز • متوازيات الأضلاع 

 / / : سيُشار إليهما بالرمز  الخطان المتوازيان• 

    ⊥: سيُشار إليهما بالرمز  المتعامدان الخطان• 

 لى ذلك، سبالإضافة إ
ُ
ي ا ستخدم الرموز المعتادة ت

:  فز  بعض الرموز الإضافية:   بجانب،  ≠،≤،≥،<،>،  =، −،+لجير

 

كيب •  ض أن لدينا  : Composition  ⊕الير ز على سبيل المثال، افير AB̅̅  القطعتي  ز يتقاطعان BC̅̅̅̅و   ̅̅  . Bعند النقطة   اللتي 

AB العبارة  + BC 
ُ
AB̅̅  ولكن ، هما ي طول شي  إلى مجموع ت ̅̅ ⊕ BC̅̅̅̅  1-1- 1 الشكلتركيبهما ككائن. انظر تشي  إلى . 
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كيب: : 1- 1-1 الشكل AB̅̅ الهندشي   الكائن الير ̅̅ ⊕ BC̅̅̅̅  ز يتكون من AB̅̅  ،  القطعتي  BC̅̅̅̅ و ̅̅  . 

ي هذا الكتاب. ⊕ أو  +  الرمز  باستخدام إما  ها تركيب  الإشارة إلى، يمكن فيما يخص الزوايا 
 .+الرمز سيُستخدم  ،فز

ورة  ،ولكن ليس  . الشكلإذا كان لهما نفس  كائنانن أو  شكلايتشابه  ∽التشابه:  • وكان  كائنان  تشابهنفس الحجم. إذا  ، بالصرز

ا.  يتطابقانلهما نفس الحجم، فإنهما  
ً
 أيض

والحجم للصورة   الشكلحدهما نفس  لأ والحجم، أو إذا كان  الشكلإذا كان لهما نفس  كائنانأو   نشكلايتطابق ≅  :  تطابقال •

ي أنه يمكن 
دون تغيي    ( بحيث ينطبقان،الشكلوضع أحدهما على الآخر )يسمح بعكس وقلب المعكوسة للآخر. هذا يعتز

 . ما حجمه 

 الذي ستحتاجه لقراءة الكتاب  المنطق  1-1-2󠄀

أن تكون صحيحة  رياضية إما أن تكون صحيحة تمامًا أو خاطئة تمامًا، ولا يمكن عبارات هي  Propositionsلقضايا ا

 معًا. بعض الأمثلة والأمثلة المضادة:  وخاطئة

 . ةخاطئ قضية" ضلعان• "المثلث له 

 . ة" قضية صحيحأضلاع• "المثلث له ثلاثة 

 سؤال.  ا إنه ،قضية ت" ليس ؟ أضلاع• "المثلث له ثلاثة 

 أمر.  ا إنه قضية؛  ت" ليس ! • "ارسم مثلث

هناتو  موضوعاتالصحيحة إلى  القضايا يمكن تقسيم  هنةإلى إثبات، وتتطلب  الموضوعة. لا تحتاج مير ا  المير
ً
على   ،إثبات

عتير و الموضوعات  كل من  الأقل؛
ُ
هنات ت ي   القضيةصحيحة.  المير

هنة  ولا  موضوعة  تليس  ا لا يمكن إثبات صحته التر مير

ي هذا الكتاب صحيحة( حرق. )ةعد خاطئتو 
: كل القضايا الواردة فز  صغي 

ض أنههي قضية يُ  axiom لموضوعةا  إثباتدون  ةصحيح ا فير
ُ
 عد . ت

ً
  قضيةلدرجة أنه لا يمكن استنتاجها من أي أساسية

 
ً
ي المثلث أكير من الضلع الثالث" أمرًا بديهيًا؛ ومع ذلك، فهي ليست أكير بدائية

ز فز موضوعة  . قد تكون عبارة "أي ضلعي 

" عبارة   مع بعضهما البعض كائن ثالث متساويانلمساويان ال كائنان اللعبارة "القضايا الأخرى. ا ماثباتها باستخداحيث يمكن 

،
ً
 . موضوعةفهي تعد   ،لذا   بديهية ولا يمكن استنتاجها من أي قضية أكير بديهية

هنة هنات من قضايا معروفة )إما  ا هي قضية يمكن إثباته  theorem المي  ا وصف موضوعاتأو مير
ً
هنات(. يمكن أيض   المير

 للخصائص الرياضية أو المنطقية.  رمزيةأنها عبارات ب

من ثلاثة أجزاء:  الإثبات . يتكون ةقضية معين حقيقة ا،لا لبس فيه   بما   ،حجة رياضية صارمة توضحهو   proofالإثبات 

ي 
ضها، والادعاء، الفرضية، التر دعاء صحيح  الذي يوضح أن الا  هو  ما ينوي المؤلف إثباته، والجزء الأكير من الإثباتهو  نفير

اض صحة الفرضية.   بمجرد افير
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ي على أساسهي استدلال أو استنتاج   Corollaryاللازمة 
هنة، مبتز ة، مير  على نتيجة صغي 

ً
ستنتج  لكنها مهمة، تنص عادة

ُ
ت

 
ً
ة هنةنتيجة من الإثبات نفسه أو من مباسرر هنة  . على سبيل المثال، إذا كانت المير بيعيةالجذور أن  على  تنصالمير لأعداد  ل الير

 
ً
هنة هي أن  اللازماتإحدى  ا الأولية غي  نسبية، إذ .  2√لهذه المير  غي  نستر

هنة هي  lemma  التوطئة ي حد ذاتها مير
ستخدم كنقطة انطلاق لنتيجة أكير وليست عبارة مهمة فز

ُ
أن جميع   بالرغم من  . ت

هنات -من الناحية الفنية -التوطئات سم، لا مير
ُ
هنالتوطئات  ت ذات أهمية ضئيلة   ها من أجل إيصال الفكرة القائلة بأنات؛ مير

ء  ي
ي إثبات شر

 . أعمقوموجودة للمساعدة فز

 أمثلة 1-1-2󠄀-1

ا نسبيًا، فإن  x( إذا كان 1. )قضية
ً
ي.  xعدد  له مفكوك عشر

"، والادعاء "  x  الفرضية " ي ي  xعدد نستر
ي" )أي يمكن كتابته فز ي صورةله مفكوك عشر  القضية ه(. لإثبات أن هذعدد عشر

هنة اض أن مير .  x، نبدأ بافير ي ي. إذا تمكننا من   xأن باستخدام المنطق   نظهر يجب أن  بعدها، عدد نستر له مفكوك عشر

هنةإلى  القضية ه، وحولنا هذأثبتنا ادعاءنا ذلك، فقد   . مير

تبديل الفرضية والادعاء، فإننا نحصل على  بأعلاه  القضية: إذا أعدنا كتابة converse statementsالعبارات المقلوبة 

 عبارتها المقلوبة: 

ي، فإن  x  ـ( إذا كان ل2. )قضية .  xمفكوك عشر ي  عدد نستر

هنة تليس  ثبات وبالتالىي إ ا ، ليس لهخاطئة القضيةهذه  لأن    . مير

ا.  ةقضية معينمقلوب ليس هناك ما يضمن أن 
ً
 صحيح

ز من  ز (،  2( و )1) القضيتي  ز هما من الممكن الحصول على قضيتي  . المكافئة العكسية امكافئت  أخريي  ز   للقضيةهما العكسيتي 

 : (3هي قضية ) (1)

ي، فإن  x  ـ( إذا لم يكن ل 3) قضية ا نسبيًا.  xمفكوك عشر
ً
 ليس عدد

 (: 2󠄀)  للقضيةالمكافئة العكسية 

ا نسبيًا، فإن   x لم يكنإذا  (4) قضية
ً
ي.  ليس  xعدد  له مفكوك عشر

ئ العكسي صحيحًا فقط (  1. بما أن )ةصحيح  ة،الأصلي القضية، تإذا كان ،على عكس القضايا المقلوبة، يكون المكافز

ا ، ةصحيح
ً
ا ( صحيحة، 3؛ بما أن )ة( صحيح3)إذ

ً
ئ العكسي 1)إذ ا  لقضية( صحيحة. وبالمثل، فإن المكافز

ً
،  يكون خاطئ

ا   فقط،
ً
ا ، ة( خاطئ2) بما أنة: الأصلية خاطئ القضيةكانت إذ

ً
ا  ،خاطئة(  4) بما أن؛ ة( خاطئ4) إذ

ً
 . خاطئة( 2) إذ

 التعريفات  1-1-3

كة لمناقشة إلى   نحتاج اتلغة مشير ا لرياضيات، هذا صحيح ا فيما يخص أو الأفكار المتشابهة.  الخير
ً
.  عمل عالم  جد

ي يستخدمها غامضة.  ،الرياضيات عديم الفائدة
 إذا كانت التعريفات التر

ي قراءة التعريفات  الجزء قد يرغب الطلاب الذين يقرؤون هذا 
، والعودة  [4-1ل إلى ]انتقالا ثم  11إلى  9و 6إلى  1أول مرة فز

 [ حسب الحاجة. 3- 1[ و ]2-1إلى التعريفات المتبقية بالإضافة إلى ] 
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 النقطة 

السطح هو  الهندشي الذي له ثلاثة أبعاد )الطول والارتفاع والعرض(.  المجسم هو الكائن صفري الأبعاد.  كائن هي   النقطة -1

. لأن النقطة لا تحتوي على  فقطالهندشي الذي له بعد  لكائنا والخط أو القطعة من الخط هي الهندشي ذو بعدين،  الكائن

 أي من هذه، فإن أبعادها صفر. 

 الخط  

، فسيكون  ، على سبيل المثالبعد واحد: له طول فقطذو   كائنهو   الخط -2
ً
ا   له. إذا كان له ارتفاع أو عرض، مهما كان صغي 

 . لذا، فإن الخط ليس له ارتفاع أو عرض. انبعد

ز    .     ⃡ ABيكتب   B  و  Aالخط الذي يحتوي على النقطتي 

ي جميع نصوص   . ا مً )يتوافق هذا التعريف مع تعريف إقليدس الأصلىي حيث لا يلزم أن يكون الخط مستقي
ومع ذلك، فز

ا ]تعريف يكون دون أي إنحناء؛ أي مستقيمالهندسة الحديثة، من المفهوم أن "الخط" 
ً
 [.(4- 1. راجع أيض

ي نقاط -3
ز . ومع ذلك، قد توجد نقطة دون أن تكون تقاطعًا الخطوط تتقاطع فز  . لخطي 

ي هذا الكتابأي يسم الخط دون  -4
إلى يُشار . لن  لمة الخط حصريًا إلى الخط المستقيمتشي  ك انحناء بالخط المستقيم. فز

ي )مثل محيط الدائرة(  
 .الطوللأنها لانهائية  نهاية؛"خط" لتجنب الالتباس. الخطوط ليس لها   بـالخط المنحتز

ذات   الخط . قطعةا(طرفيه ) هايتانن  ا الطول وله ةمحدود  ا خط ما عدا أنهلل هة( مشابأو ببساطة القطعة) الخطقطعة 

ز   AB̅̅تكتب   B  و  Aالنهايتي   هو طول القطعةAB ل، على سبيل المثا . الخط العلوي ، سنهملللتعبي  عن طول أي قطعة. ) ̅̅

AB̅̅ ̅̅ ). 

؛ إلا أن لهطوله بسبب يشبه الخط  الشعاع ي
   الشكلعلى  يكتب  Bوالنقطة  Aالنهاية   الذي له شعاعالنهاية واحدة.   اللانهائئ

AB         حيث(A  نهايتههي .) 

 

CD̅̅ خط،      ⃡ AB  [ 4-1، 3-1، 2- 1: ]تعريف 2- 1-1 الشكل  شعاع      EF قطعة، و ̅̅

 

 ى مستو ال 

 له بعدين.   السطح -5

ض أن يكون ىالمستو  -6 ي الأبعاد   مستوي أو  هو سطح يمتد إلى ما لا نهاية ويُفير
مسطحًا تمامًا. المستوى هو النظي  ثنائئ

ي الأبعاد. معظم الهندسة ال( و أحادي البعدخط ) ال( و البعد يةصفر لنقطة )ل
ي  فضاء ثلائر

ن أمستويات؛ أي الإقليدية تكون فز

ز "المستوى" يشي  إلى  جرى فيها الحي 
ُ
 الهندسة ثنائية الأبعاد.  الذي ت
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حدد 
ُ
جميع  على لأي نقاط ثلاث ليست على نفس الخط، يوجد مستوى واحد فقط يحتوي  ؛المستويات بثلاث نقاط ت

 . ةالنقاط الثلاث

  شكلهو   المضلعأو الخطوط أو القطع أو المنحنيات على مستوى.  ،النقاطأي مجموعة من هو  المستوي   الشكل -7

 قطع. اليحده عدد محدود من مغلق  مستوي 

اع  المساحة يسم المساحة.  مقياسجميع الأشكال المستوية المحدودة ل يوجد  س 
ّ
ي تعير عن اِت

ي   شكلهي الكمية التر
ثنائئ

ي الأبعاد 
 مستوى.   فز

ي الأبعاد لطول   المساحة
ي الأبعاد(.   المجسم)مفهوم أحادي البعد( أو حجم  خط أو منحتز هي النظي  ثنائئ

 )مفهوم ثلائر

ي تقع على نفس الخط المستقيم أو الشعاع أو  هي   النقاط المتسامتة -8
 . القطعة النقاط التر

 

ز ب 11- 1: ]تعريف 3- 1-1 الشكل   Aحيث   A، أو الزاوية عند النقطة CAB∠ و  BAC∠ـ  [ لاحظ أنه يمكن الإشارة إلى الزاويتي 

 . الزاوية رأس

 الزاوية 

ز أو الزاوية المكونة من خ)أو ببساطة الزاوية( هي  الزاوية المستقيمة -9 ز أو قطعتي  ز مستقيمي  ز طي  للخارج    ممتدين شعاعي 

كةمن نقطة  ي اتجاه ،مشير
ز ولكن فز ز مختلف ي   . ي 

ز  هي  رأس الزاوية  -10 ز نقطة التقاطع بي  ز أو الخطي  ز للزاويةأو الشعاعي  ز المكوني   . القطعتي 

عند الرأس. ومن ثم، يمكن الإشارة  يكون  A، حيث الحرف الأوسط  BACمثل    وثلاثة أحرف ∠بالرمز  زاوية  نشي  إلى ال  -11

ز لآخر،  CAB∠ أو BAC∠ إلى هذه الزاوية إما بـ  من A"الزاوية عند النقطة بكتابة A سنشي  للزاوية عند . من حي 
ً
" بدلا

 تسمية الزاوية على النحو الوارد أعلاه. 

ز أو أكير تسم  -12 كيب زاويتي  ي  لذلك جموعهم. و مب الزاوية المكونة بير
 أن، نجد 4-1-1 الشكل فز

 ∠ABC ⊕ ∠PQR = ∠ABR  وضع حيث
ُ
QP̅̅  ت ABC∠  . نكتبBC̅̅̅̅  على القطعة̅̅ + ∠PQR = ∠ABR   للتعبي  عن

 هذا المفهوم. 
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 [ 12- 1: ]تعريف 4- 1-1 الشكل

 

 [ 13- 1: ]تعريف 5- 1-1 الشكل

 

ز   -13 ض أن القطعتي  BA̅̅افير AD̅̅ و  ̅̅ ̅̅ BA̅̅ بحيث مركبتان   ̅̅ ⊕ AD̅̅ ̅̅ = BD̅̅ BD̅̅حيث  ̅̅ (. إذا كانت  5- 1-1 الشكلقطعة )انظر  ̅̅

ي لا تقع على القطعة  Cالنقطة 
BD̅̅التر ز فإن الز ، Aمتصلة بالنقطة  ̅̅   يظللبعضهما البعض.  تان لمكم CAD∠  و BAC∠ اويتي 

 ما يلزم من التبديل أو التعديل.  مراعاة القطع خطوط مستقيمة أو أشعة، معاستبدلت ب إذا  صحيحًا  هذا التعريف 

 

BD̅̅، على قطعة أخرى، AE̅̅̅̅عندما تقف قطعة،   -14 ط أن تكون ̅̅ ي على  تانالمتجاور  الزاويتان، بشر ز متساوي AE̅̅̅̅  جانتر  )أي تي 

∠EAD = ∠EAB  ز ي توصف ت، و بالزاوية القائمة(، تسم كل من الزاويتي 
عليها.    ةعمودي ا بأنه الأخرى قف على القطعة التر

 (. 5-1-1 الشكلانظر )

 

DB̅̅على   ةعمودي AE̅̅̅̅نكتب   AE̅̅̅̅ أو ببساطة   ̅̅ ⊥ DB̅̅ تب على ذلك أن الزاوية المكملة للزاوية القائمة̅̅ ا قائمة   . ويير
ً
 . أيض

عرّف
ُ
 . الكائنأعمدة أنها بالخطوط العمودية على كائن متعدد الأضلاع   ت

 التعديل. التعريف أعلاه ينطبق على الخطوط المستقيمة والأشعة، مع ما يلزم من التبديل أو 

 ما يُشار إلى القطعة المستقيمة داخل مثلث 
ً
ي تمتد من الرأس إلى و عادة

الضلع  المقابل وتكون عمودية على هذا  الضلع التر

ه يمكن الإشارة إليها بالمعتز العام باعتبارها ارتفاع المثلثب
ّ
 . عمود المثلث، مع أن

ي  DAB∠  أصغر من الزاوية القائمة. هي زاوية الزاوية الحادة   -15
 زاوية حادة.  6- 1-1 الشكلفز

ي  EAB∠ أكير من الزاوية القائمة. إن  زاويةهي الزاوية المنفرجة   -16
  هي   زاوية منفرجة. مكملة الزاوية الحادة 6-1-1 الشكلفز

 حادة.  هي زاوية ، مكلمة الزاوية المنفرجةالعكسمنفرجة، و زاوية 

ز  إذا كان -17  . 6- 1-1 الشكلالأخرى. انظر  متممة  تكونا مفإن كل واحدة منهزاوية قائمة، يساوي مجموع زاويتي 
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BAC∠لأن  زاوية قائمة.  BAC∠   [ الزاوية17- 1: ]تعريف 6- 1-1 الشكل = ∠CAD + ∠DAB  تب على ذلك أن ، ويير

ز  الز   . خرىمتممة للأ  منهما  كل DAC∠و  BAD∠اويتي 

 متقاطعةالخطوط  ال 

ي نفس النقطة. ثلاث خطوط أي هي  الخطوط المتقاطعة  -18
ينطبق هذا التعريف على الأشعة  مستقيمة أو أكير تتقاطع فز

 والقطع، مع ما يلزم من التبديل والتعديل. 

ها الأشعة.  الرأس  -19 ي تمر عير
كة التر  هي النقطة المشير

 

 المثلث 

. يمكن  المثلث أضلاعالثلاثة القطع عند نقاط النهاية. تسم هذه  مضلع يتكون من ثلاث قطع متصلةهو  المثلث . 20

ز خصائص  توضيحيةقاعدة المثلث لأسباب ب ،على وجه الخصوص ضلع، الإشارة إلى  ، ولكن لا يوجد فرق جوهري بي 

ز الآخرينالقاعدة وخصائص أي من  ز حيث يتساوى المثلث ال  يُستثتز من ذلك.  الضلعي  الضلعان )الساقان( متساوي الساقي 

ي الطول.  
 فز

 هي صيغة مساحة المثلث 

A =
1

2
bh 

 . المقابل إلى الرأسهذا الضلع = طول القطعة العمودية من   h  ، و ضلع= طول  bيث  ح

 إذا كانت رؤوسه متسامتة.  ،فقط ،تكون مساحة المثلث صفرًا

ي هو  مختلف الأضلاعالمثلث ال  -21
ي الطول )المثلث الأيش فز

(.  7- 1-1 الشكلالمثلث الذي لا تتساوى أضلاعه الثلاثة فز

ز المثلث ال  ي  هو  متساوي الساقي 
ز )المثلث الأوسط فز ز المتساويي  المثلث متساوي   (. 7- 1- 1 الشكلالمثلث ذو الضلعي 

ي هو مثلث جميع أضلاعه متساوية   الأضلاع
هو مثلث جميع   تساوي الزوايامثلث مال(. 7-1-1 الشكل)المثلث الأيمن فز

 . زواياه متساوية
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، متساوي الأضلاع. 21- 1: ]تعريف 7- 1-1الشكل  ز  [ الأنواع الثلاثة للمثلثات: مختلف الأضلاع، متساوي الساقي 

ي هو  المثلث القائم  -22
  الضلع هو  وتر المثلث   .7-1- 1 الشكلمثلث تكون إحدى زواياه قائمة، مثل المثلث الأوسط فز

ي 
ي المثلث الأوسط فز

 وتر المثلث.( هي  EF̅̅̅̅قائمة، لذا فإن     EDF∠  ،7-1-1 الشكلالمقابل للزاوية القائمة. )فز

 

 [ 23- 1: ]تعريف 8- 1-1 الشكل

ي   CAB∠  مثلث إحدى زواياه منفرجة )مثل هو  المثلث المنفرج   -23
▲فز CAB ،8-1-1 الشكل .) 

ي  مثلث كل زاوية من زواياه حادة،هو  المثلث الحاد  -24
ز الأيش والأيمن فز  . 7-1- 1 الشكلمثل المثلثي 

ي  . مثلثالمن مد ضلع  الناتجةلمثلث هي  الزاوية الخارجية  -25
▲، يحتوي  8-1-1 الشكلفز CAB  علىBA̅̅ BD̅̅)ممتد  ال ̅̅ ̅̅ ) 

ي تصنع
 .DAC∠  الزاوية الخارجية التر

ا، كل زاوية خارجية مكمل
ً
ي  ةكل مثلث له ست زوايا خارجية. أيض

، الزاوية  8- 1-1 الشكلللزاوية الداخلية المجاورة. فز

  DAC∠  الخارجية
ُ
 .CAB∠  كمل الزاوية الداخلية المجاورةت

 المضلع 

  شكل(. على سبيل المثال، الدائرة 7)انظر التعريف   مستقيمة أو أكير قطع  ثلاثمستقيم محدود ب شكلالمضلع هو  -26

ي  ،مستوي
 أشكال مستوية ومضلعات.  8-1-1 الشكلولكنها ليست مضلعًا، لكن المثلثات فز

 .  °180 زاوية داخلية أكير من إذا لم تكن له المضلع محدبيقال إن   -27

 المضلع المكون من أربعة أضلاع. هو  رباعي الأضلاع  -28

ز  -29 ي بعض   45تساوي زواياه الحادة  كل زاوية منهو متوازي أضلاع متساوي الأضلاع و   Lozenge  شبيه المعي 
درجة. فز

ط الـ  الأحيان،  .  انن منفرجتياالأخر ان والاثنت انحادت انمتقابلت انزاويت يوجد فيه فقط أن والمطلوبدرجة،  45يُسقط سرر

ز يستخدم مصطلح    . 9- 1-1 الشكلشائع لوصف متوازيات الأضلاع المتساوية الأضلاع. انظر  شكلب Rhombus معي 
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 . معينان[  29- 1: ]تعريف 9- 1-1 الشكل

ز الذي له زاوية قائمة. هو ال المرب  ع. 30  معي 

 له ستة أضلاع، سداشي الأضلاع، إلخ.  والذييسم المضلع الذي له خمسة أضلاع خماشي الاضلاع.   -31

 الدائرة

  مركز هي  النقطة المركزيةعن طريق توصيل جميع النقاط متساوية البعد عن نقطة مركزية.  يُنشأ مستوي   شكل الدائرة  -32

 . الدائرة محيطالنقاط المتصلة و ، الدائرة

 

 

CD̅̅هاقطر  ونصف  C ها مركز  C●  [ 32-1: ]تعريف 10- 1-1 الشكل ̅̅ = CAلاحظ أن .    CB =  CD ا أن
ً
AB̅̅. لاحظ أيض ̅̅ 

 . الدائرة هو قطر 

CD̅̅أو CB̅̅̅̅ أو  CA̅̅̅̅مثل   من مركزها إلى محيطها، مبنيةنصف قطر الدائرة هو أي قطعة   -33 ي  ̅̅
  لاحظ أن  .10- 1-1 الشكلفز

CA =  CB =  CD )أي أن جميع أنصاف الأقطار، لنفس الدائرة، متساوية( . 

AB̅̅  المحيط، مثل نهايتيها على مرورًا بالمركز و  المنشأةهو القطعة  قطر الدائرة -34 ي  ̅̅
 . 10- 1- 1 الشكل فز
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 غي  ذلك 

ز )مثل  المنتظم أو شكل الهندشي الالأي قطعة أو خط أو شعاع يقسم هو  محور تماثل   -35 ز متساويي   AC̅̅̅̅متماثل إلى نصفي 

ي المضلع  
 . (11-1-1 الشكل، ABCDفز

 

 [35-1: ]تعريف 11- 1-1 الشكل

صف إذا  تعريف بديل: 
ُ
ط أن لكل نقطة على شكل  ن القطعة )أو الخط أو جانب من بواسطة قطعة )أو خط أو شعاع( بشر

ز عن من القطعة )أو الخط أو الشعاع( الجانب الآخر على  تناظرها  نقطة توجد الشعاع(  القطعة )أو الخط أو  وبعدي النقطتي 

ز الشعاع( متساوي  . شكلال التماثلمحور  لقطعة )أو الخط أو الشعاع( هي ، فإن اي 

  ثلاثمن أي زاوية لمثلث إلى نقطة منتصف الضلع المقابل. كل مثلث له  قطعة منشأة  هو أي متوسط المثلث   -36

 نقطة تقاطع المتوسطات الثلاثة. هي    المثلث كتلة  مركز متقاطعة.  متوسطات

 

CD̅̅[  36-1: ]تعريف 12- 1-1 الشكل ▲متوسط   ̅̅ ABC  ز آخرين غي ي الصورة. يحتوي المثلث على متوسطي 
،  ظاهرين فز

▲  كتلة  وتقاطعهما مركز  ABC. 

ي موقعها أو يتحدد بlocus   المحل الهندسي   -37
ي يفز

ط هو مجموعة من النقاط التر . على سبيل المثال، الدائرة  شر أو أكير

 المركز يساوي نصف قطر الدائرة. عن هي المحل الهندشي لنقطة بعدها 

ي تتقاطع فيها المنصفات محيطي المركز  ال  -38
 العمودية الثلاثة للمثلث.  لمثلث هو النقطة التر

 لث. منصفات الزوايا الداخلية الثلاث للمثلمثلث هو نقطة تقاطع   المركز الداخلىي   -39

ي ] سيكون هناك مزيد من ال
 [ والفصول اللاحقة. 5-1تعريفات فز



17 
 

اكب   -40 وضع كائن هندشي على آخر، مثل خط على خط، أو مثلث على مثلث، أو دائرة على دائرة، وما إلى  هو  الير

ي الهندسة عقلىي فقط. أي أننا نتصور أن أحد الأشياء 
اكب المستخدم فز على الآخر. وبعد ذلك، إذا تمكنا   يُوضعذلك. الير

اكب  الحالية الموضوعة تتطابق، فإننا نستنتج من   الكائناتمن إثبات أن  . يتضمن الير أنهم متساوون من جميع النواجي

من موضع إلى آخر   شكل "يمكن نقل أي  ، الذي نصه: متكرر دون ذكره ضاحة شكلالمبدأ الذي يستخدمه إقليدس ب 

 ."الهيئة الحجم أو ي  دون تغي

 المسلمات  1-2󠄀

 : ض ما يلىي
 نفير

نقطة أخرى. يمكن تقسيم الخطوط والأشعة والقطع  يمكن إنشاء خط مستقيم أو شعاع أو قطعة من أي نقطة إلى أي   -1

 بواسطة نقاط إلى قطع جزئية محدودة الطول. 

مد  يمكن  -2
ُ
 قطعة أطول أو شعاع أو خط مستقيم.  أي إلى، قطعةأي  أن ت

 من المركز.   محدود   أي نقطة وبأي طولمن يمكن إنشاء دائرة   -3

 موضوعات   1-3

ية  الموضوعات 1- 1-3  الجير

ض أن   ب والقسمة.  ،الجمعأربــع عمليات:  الموضوعات، إلخ، أعداد حقيقية. تتطلب هذه a، b، cلنفير  والطرح والصرز

ية الأربــع، العمليات الأخرى هي الطرح  الأساسإحدى العمليات الحسابية  و "( ه+برمز الجمع "  ا غالبًا ما يُشار إليه) الجمع

ب والقسمة. إن  ز عددين  جمعوالصرز ز يعطينا المجموع أو الكمية الإجمالية لل  ممثلي  ز كميتي  ز مجتمع لكميتي  . على سبيل تي 

A∠  المثال، إذا   =
3

4
 π  و  راديان   ∠B =

1

4
πا

ً
 ، إذ

∠A + ∠B =
3

4
π +

1

4
π = (

3

4
+

1

4
) π =

4

4
π = π  راديان 

ي يبلغ طولهالمجموعة ف عندما يكون للكميات جمع الكميات يُعر  
وحدات    3  ا نفس الوحدات. على سبيل المثال، القطعة التر

مد  ثم
ُ
  عدد حيث يمثل كل   10=   7+  3وحدات؛ أو   10  يصبح طولها الإجمالىي  ،وحدات إضافية 7بمقدار   ت

 
وحدات. لا عدد

A∠  إلىوحدات  3قطعة بطول  أضيفتومع ذلك، إذا  =
3

4
 π  ن المجموع غي  مُعرّففإ،  راديان  . 

A∠  (. على سبيل المثال، إذا كان−إليه بعلامة الطرح ) يُشار عملية إزالة كميات من كميات. هو  الطرح  =
3

4
 π  و  راديان  

∠B =
1

4
π  ا

ً
 ، إذ

∠A − ∠B =
3

4
π −

1

4
π = (

3

4
−

1

4
) π =

2

4
π =

1

2
π 

 الطرح حالة خاصة من الجمع حيث

a + (−b) = a − b = c 

ب ب ك×)غالبًا ما يُشار إليه بالرمز " الضز ي الصرز
ب   جمع" أو بنقطة "·" أو بعدم وجود رمز(: عند التفكي  فز متكرر، فإن الصرز

وب(   حد يعادل إضافة عدد من نسخ   ما  الحد  يساوي)المصرز
ً
وب فيه(. عادة   يكتب  الآخر )المصرز

ً
وب فيه أولا المصرز

وب ا لا يكون ،ثانيًا، هذا قد يختلف  والمصرز
ً
ز  وأحيان . مثال بينهما،   ،التميي   ، على ذلك ذا معتز
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a ×  b =  a +  a + … +  a 

ب   × aحيث حاصل الصرز  b   يساويa  ا إلى نفسه
ً
 مرات.  bمضاف

ب هو حالة خاصة من الجمع. يمكن  )مثلثات، مستطيلات، متوازي   المستوية هندسيةالكائنات بعض المساحة  حسابالصرز

ا عن طريق الأضلاع، إلخ( 
ً
ز متجاورين، إلخ(. يمكن أيض ز )القاعدة والارتفاع، طولا ضلعي  ب طولي  بعض  حجم  حسابضز

ب ثلاثة أطوال. عن طريق  مجسمة )كرات، مكعبات، إلخ( ال هندسية ال كائنات ال  ضز

ي القسمة
ي حساب ال: فز

  ÷ أو / أو  بالرمز   ليها المرحلة الابتدائية، القسمة )يشار إفز
a

b
b حيث  ≠ (. على وجه التحديد، إذا   0

ي   bكانت  
 ، مكتوبًا: aتساوي  cفز

a =  b ×  c 

 : ويكتب هكذا ، cيساوي  bعلى   a إذا حاصل قسمةليست صفرًا،  bحيث  

a ÷ b = c       
a

b
= c   a/b = c 

ب حيث   القسمة هي حالة خاصة من الصرز

a.
1

b
= a ÷ b =

a

b
 

= a  إذا كان  aيقسم  bأيضا،    t ·  b   حيث ،t ،عدد صحيح؛ أو 
a

b
=

tb

b
= t   حيثt   عدد صحيح. لاحظ أنه إذاb 

 فإن، ، aقسمت  

1-  b قاسم a  

2-  a مضاعف  b 

3-  a   قابلة للقسمة علىb 

ية:   موضوعاتنستخدم ما يلىي ك  جير

aخاصية الجمع: إذا كانت   -1 = b  و  c = d فإن ، a + c = b + d . 

aخاصية الطرح: إذا كانت   -2 = b وc = d ا
ً
a، إذ − c = b − d . 

ب: إذا كانت   -3 aخاصية الصرز = b  ا
ً
= ca، إذ  cb. 

a: إذا  القسمةخاصية  -4 = b  و c ≠ ا  0
ً
   ، إذ

a

c
=

b

c
. 

a : إذا كانت )التعويض( خاصية الاستبدال -5 = b  أي من ب   التعويض، فيمكن a  أو b  ي أي معادلة أو عن
 متباينة. الآخر فز

a خاصية الانعكاس:  -6 = a  . 

a خاصية التماثل: إذا   -7 = b،  b = a . 

ب  الخصائص  -8
ْ
ل
 
 للمتباينات: ق

a  )أ( إذا  ≤ b،  فإنb ≥ a . 
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a)ب( إذا  ≥ b، فإن b ≤ a . 

 خصائص التعدي للمتباينات:  -9

a  )أ( إذا  ≥ b وb ≥ c  فإن a ≥ c . 

a)ب( إذا  ≤ b و b ≤ cفإن  a ≤ c. 

a)ج( إذا   ≥ b  وb > c   فإنa > c . 

a)د( إذا   = b   وb > c  فإن a > c. 

ي الجمع والطرح:   -10
 خصائص التباين فز

aإذا   (أ ) ≤ b  فإن ،a + c ≤ b + c  و a − c ≤ b − c. 

a إذا  (ب) ≥ b فإن ، a + c ≥ b + cو a − c ≥ b − c. 

 

ب والقسمة:   -11 ي الصرز
 خصائص المتباينات فز

aإذا    (أ ) ≥ b  و c > ac فإن  0 ≥ bc   و
a

c
≥

b

c
  . 

aإذا   (ب) ≤ b  وc > ac فإن  0 ≤ bc   و
a

c
≤

b

c
  . 

aإذا   (ت) ≥ b  و c < ac فإن  0 ≤ bc   و
a

c
≤

b

c
  . 

aإذا   (ث) ≤ b  وc < acفإن    0 ≥ bc   و
a

c
≥

b

c
  . 

 

 خاصية المعكوس الجمعي للمتباينات:   -12

a إذا  (أ ) ≤ b  فإن −a ≥ −b  . 

aإذا   (ب) ≥ b  فإن−a ≤  −b  . 

ي للمتباينات )حيث يكون    -13 ئر
ز فقط bو   aخاصية المعكوس الصرز ز أو سالبي   (: موجبي 

a إذا  (أ ) ≤ b فإن 
1

a
≥

1

b
 . 

a إذا  (ب) ≥ b   فإن 
1

a
≤

1

b
  . 

ي للمتباينات:  -14 ئر
 سالب.  bموجب و   aحيث   خاصية المعكوس الصرز

a إذا  (أ ) > b  فإن 
1

b
>

1

a
  . 

 التطابق  1-3-2󠄀
ُ
 مَوْضوعات

ي الهندسة، يتطابق 
والحجم   الشكلحدهما له نفس لأ والحجم، أو إذا كان  الشكلن أو كائنان إذا كان لهما نفس شكلافز

ز إذا وفقط إذا كان يمكن تحويل أحدهما إلى الآخر باستخدام الانتقال  رمزيًا كالصورة المعكوسة للآخر.  ز متطابقي  ، يكون كائني 

ي أنه يمكن إعادة وضع أي كائن 
ينطبق بدقة على الكائن  لتغيي  حجمه(  دون) وعكسهأو التدوير أو الانعكاس فقط. هذا يعتز
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ز شكلالآخر. لذلك فإن  ز مستويي  ز ي  على قطعة من الورق متطابقان إذا تمكنا من قصهما ثم مطابقتهما تمامًا. يُسمح   مختلفي 

 بقلب الورق. 

 بعض الأمثلة:  

  • القطعتان المستقيمتان متطابقتان إذا كان لهما نفس الطول. 

 • الزاويتان متطابقتان إذا كان لهما نفس القياس. 

 القطر.  • الدائرتان متطابقتان إذا كان لهما نفس القطر أو نصف 

، فيمكننا كتابة bو   aإذا كانت   ز a متطابقتي  ≅ b.  تطابق مع أمثلة: للثلاث خصائص 

DE̅̅  الخاصية الانعكاسية:  -1 ̅̅ ≅ DE̅̅ ABC∠ و ̅̅ ≅ ∠ABC. 

DE̅̅ خاصية التماثل: إذا   -2 ̅̅ ≅ FG̅̅̅̅ ،فإن  FG̅̅̅̅ ≅ DE̅̅ ̅̅ ا، إذا    
ً
ABC∠. وأيض ≅ ∠DEG  فإن∠DEG ≅ ∠ABC   . 

AB̅̅ خاصية التعدي: إذا   -3 ̅̅ ≅ CD̅̅ CD̅̅ و  ̅̅ ̅̅ ≅ EF̅̅̅̅ فإن AB̅̅ ̅̅ ≅ EF̅̅̅̅ ا، إذا    
ً
ABC∠.  أيض ≅ ∠DEF   

DEF∠ و  ≅ ∠GHI  فإن ، ∠ABC ≅ ∠GHI  . 

ية   التطابق خاصية التوزيــــع:  ومسلماتتمنحنا المسلمات الجير

a(b +  c) =  ab +  ac 

 الهندسية الموضوعات  1-3-3

ي القياس.  ةمتساوي الكائنات المتطابقة -1
 فز

ز   -2 ز مستقيمي  ي لا يمكن لخطي 
 مستوى إحاطة مساحة محدودة.  فز

 ع الزوايا القائمة متساوية. جمي -3

ز )   بحيث(    ⃡ AC ( مع خط ثالث )   ⃡ AB ⃡    ،CDإذا تقاطع خطان ) -4 ز الداخليتي  BAC∠مجموع الزاويتي  + ∠ACD  على نفس )

، فس الجانب من الخط  ز ز قائمتي  ي يأقل من مجموع زاويتي 
- 3-1. انظر الشكل ، على هذا الجانبمحدود  بعد على  الخطانلتفر

1. 

 

 محدود. بعد  على    ⃡ CD مع      ⃡ AB  يتقاطع: يجب أن 1- 3-1 الشكل



21 
 

 ما سبق ينطبق على الأشعة والقطع، مع ما يلزم من التبديل والتعديل. 

ي  موضوعةفي  بال بلاي  موضوعةيمكن استبدال 
: "فز ي تنص على ما يلىي

  مستوى، يمكن رسم خط على الأكير  أي أعلاه، والتر

على اسم عالم الرياضيات الإسكتلندي جون  الموضوعة سميت هذه  ."أخر عير نقطة ليست على هذا الخط لخط  ا موازيً 

" هو  طه "على الأكير . إن سرر ا موازيًا على الأقل. غالبًا   المهم؛ بلاي في 
ً
لأنه يمكن إثبات بواسطة قضايا إقليدس أن هناك خط

كتب هذه 
ُ
بعبارة "هناك خط الموضوعةما ت ".  فريد   

ي 
ز
 فريد مستوى، يمكن رسم خط  أي "ف

ً
 ." أخر عي  نقطة ليست على هذا الخط لخط  ا موازي

 

:  4للموضوعة المكافئة  الموضوعاتتشمل   ما يلىي

 مثلثات(. ال مسلمةدرجة ) 180مثلث    أي• مجموع زوايا 

 مثلث.  أي• يمكن إحاطة 

 رباعىي جميع زواياه قائمة )أي مستطيل(.  شكل• يوجد  

 ا البعض. من بعضه ع بعد ثابت• يوجد زوج من الخطوط المستقيمة على 

 وازيان. تنفس الخط مل• الخطان الموازيان 

 واليس( موضوعة• لا يوجد حد أقصى لمساحة المثلث. )
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 2󠄀6-1 يا الكتاب الأول، القضا 1-4

 الأضلاع. إنشاء مثلث متساوي  1-1قضية 

 ، من الممكن إنشاء مثلث متساوي الأضلاع. مستقيمة قطعة أي على

ض أن AB̅̅لدينا   لنفير AB̅̅  مثلث متساوي الأضلاع على ه يمكن إنشاءندعىي أن ؛̅̅ ̅̅. 

ئ الدائرة   الإثبات:  ي مركزها   ،A●أنسر
AB̅̅ونصف قطرها  A التر ئ الدائرة  [. 2-1  الجزءمن  3 مسلمة] ̅̅ ي مركزها  ، B●أنسر

التر

 B   ونصف قطرهاAB̅̅ ي تتقاطع مع ، ̅̅
ئ  .Cعند النقطة  A●التر ز أنسر [. ندعىي أن  2-1من الجزء   1 مسلمة] CA̅̅̅̅  ،CB̅̅̅̅القطعتي 

▲ ABC  .متساوي الأضلاع 

 

 [ 1- 1: ]1- 4-1 الشكل

 

A   ، AC●مركز الدائرة   Aلأن  = AB [33-1 تعريف ])ن لأ  . )كل منهما نصف قطرB  مركز الدائرة   ●B،AB = BC     كل(

AC، ]1- 3-1الجزء  9 الموضوعة]حسب .  منهما نصف قطر( = AB = BC . 

▲  هي أضلاعالقطع  هذه  لأن ABC فإن ،▲ ABC لأن  [. 21- 1تعريف ] متساوي الأضلاع▲ ABC   ي على
AB̅̅ القطعةمبتز ̅̅    ،

 نا.  ءفقد أثبتنا ادعا 

 . [4-1]ـ[ توطئتان ل3-1] - [ 1-1]  : ملاحظة

   القضيةقد تبدو هذه  : ملاحظة
ُ
ز الرياضية الحديثة. ت اهي  ز على الير ظهر الإثباتات من القرن غريبة بالنسبة للقراء المطلعي 

 أن بعض 
ً
ين عادة طريقة [ تصف 1-1الرياضية غي  الملموسة إما موجودة أو غي  موجودة، بينما ]  الكائناتالحادي والعشر

 بنائه.   كنا ننويثم تثبت أن هذا الكائن هو ما   ،كائن  إنشاء

ي عصر 
ءمشابهة للهندسة والإنشاء. إذا تمكنت من إثبات وجود  كانت الرياضيات،  إقليدس فز ي

ولكنك لم تستخدم هذه   ،ما   شر

ي 
ء  إنشاءالمعرفة للمساعدة فز ي

( بدوام كامل. ملموس شر  ، فأنت على الطريق الصحيح لتصبح مُعدم )فقي 

ي هذه القضايا.  كائناتأي   إنشاءيجب على الطلاب المعاضين رسم أو 
 موصوفة فز

 أسئلة الامتحان. 

ي هذا  -1
ض فز  ؟ القضيةماذا نفير

 ؟ ما ادعاؤنا -2
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 ؟ القطعة المستقيمة المحدودةهي ما  -3

 ؟ عكس المحدودهو ما   -4

ي  المسلماتما  -5
 ؟ استشهد بها بها وأين  استشهد التر

ي الموضوعات ما  -6
شهد  التر

ُ
شهد بها وأين است

ُ
 ؟ بها  است

 ؟ الدائرة  هي   ما  ؟ ما فائدة تعريف الدائرة -7

 ؟المثلث متساوي الأضلاعهو ما  -8

 تمارين

 بعد أن يكمل الطالب الفصل الأول.  #5 - # 2التمارين رقم   حليجب محاولة 

ز   أنشئتإذا  -1 . ]انظر الفصل الأخي  للحصول على حل.[  ACBF▰ الشكل، فأثبت أن BF̅̅̅̅و  AF̅̅̅̅القطعتي  ز  معي 

CF̅̅̅̅ أنشئتإذا  -2 AB̅̅  مدتو    ز   ̅̅ ز  ا(، Eو Dإلى محيط الدوائر )عند النقطتي  ▲ثبت أن المثلثي  CDF  و▲ CEF    متساويا

 الأضلاع. ]انظر الفصل الأخي  للحصول على حل.[ 

ز مع المحيط لتتقاطعا  CB̅̅̅̅و   CA̅̅̅̅  مدتإذا  -3 ز  ي  ▲متسامتة وأن  Hو Fو G، فأثبت أن النقاط Hو Gعند النقطتي  GCH 

 متساوي الأضلاع. 

ئ  -4 CF2  أنثبت او  CF̅̅̅̅  أنسر = 3. AB2 . 
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 قطعة مستقيمة مساوية لقطعة مستقيمة أخرى من نقطة معينة. إنشاء   2󠄀-1القضية 

 : بحيث أخرى من الممكن إنشاء قطعة ،ونقطةقطعة بأي 

ي القطعةإحدى  النقطة تكون ( 1)
 . الجديدة  نهايتر

 مساوي لطول القطعة.   ها طول يكون ( 2󠄀)

ض أن  الإثبات  قطعة. ادعاؤنا مذكور أعلاه. أي   BC̅̅̅̅ونقطة اعتباطية على المستوى،  Aلنفير

 

ي بداية الإثبات )2- 1: ]2- 4-1 الشكل
( يسار(، على ال[ فز ز ي )على اليمي 

 الإنشاء الجزئئ

 

ئ  AB̅̅  أنسر AB̅̅، وعلى   ̅̅ ئ  ̅̅ ▲  أنسر ABDئ الدائرة   [. 1- 1] تساوي الأضلاعالم ي مركزها   ،B●أنسر
. مد  BC̅̅̅̅ونصف قطرها  B التر

DB̅̅ ئ الدائرة  [. 2-1الجزء   2 مسلمة] E  عند  B●لتتقاطع مع الدائرة   ̅̅ ي مركزها  ، D●أنسر
DE̅̅ونصف قطرها   Dالتر  . مد  ̅̅

DA̅̅  .  F عند  B●لمقابلة   ̅̅

 

 الكاملالإنشاء [ 2- 1: ]3- 4-1 الشكل

ي  A  من الواضح أن : الإثبات
= AF(. إذا تمكنا من إظهار أن  1)ادعاء AF̅̅̅̅ نهاية من نهايتر  BC .فسنكون قد أثبتنا ادعاءنا ، 

DE̅̅لأن  = D  ،DF●قطر   نصفا  DF̅̅̅̅و   ̅̅  DE  لأن   [. 32- 1]تعريف▲ DAB  ،متساوي الأضلاعDA =  DB  1]تعريف -

 أن [، نجد 1- 3-1من الجزء  2الموضوعة ] حسب  [21

DF − DA = DE − DB 
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DFلكن   − DA = AF وDE − DB = BE   [، نجد أن  1-3-1من الجزء   5حسب ]الموضوعةAF =  BE .  

ي  قطر   ا نصف BE̅̅̅̅و   BC̅̅̅̅ لأن
B،BE●فز = BC  .ء  1-3-1من الجزء   9]الموضوعة  حسب ي

[ )المساويان لنفس السر

= AF متساويان(،  BC  (، وهذا يكمل الإثبات.  2)ادعاء 

 

 تمارين

 . ]انظر الفصل الأخي  للحصول على حل.[  BC̅̅̅̅ علىنقطة   A[ عندما تكون 2- 1اثبت ] -1
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 تقسيم قطعة مستقيمة.   . 3-1القضية 

ز لأي  ز  ،قطعتي  ز تكون إحداهما إلى  ىتقسيم القطعة الكي  من الممكن  ،غي  متساويتي  ز جزئيتي  ي الطول   يةمساو قطعتي 
ز
ف

 . ىلقطعة الصغر ل

ز   الإثبات ْ القطعتي  ئ سرِ
ْ
ن
َ
AB̅̅أ ط CG̅̅̅̅و  ̅̅ > CG أن بشر AB ندعىي أنه يمكن تقسيم .AB̅̅ ز   ̅̅ حيث إن  ب ،EB̅̅̅̅و   AE̅̅̅̅إلى القطعتي 

AE =  CG. 

ئ ، Aمن  AD̅̅  أنسر ط ̅̅ = AD أن بشر  CG [1-2 .]  ئ ي مركزها    A●أنسر
ي [ ال3- 1 مسلمة] AD ونصف قطرها  A  التر

تقاطع ت تر

AB̅̅مع    .Eعند  ̅̅

 

 [ 3- 1: ]4- 4-1 الشكل

 

= A   ،AE●  مركز  Aلأن   AD   لأن  [. 32-1]تعريف AD =  CG (حسب )3-1من الجزء   9]الموضوعة  حسب . الإنشاء -

1  ،]AE =  CG ، يثبت ادعاءنا.    وهذا   

ي الطول للقطعة.  ةالشعاع مساويقطعة من ، من الممكن قطع  عة وشعاعقطلأي   1-3- 1 . اللازمة
 فز

 أسئلة الامتحان. 

ي  ما القضية -1
ي  وظفتالسابقة التر

 ؟ حلهذا فز

ي  الموضوعةما  -2
 ؟ التوضيحالمستخدمة فز

ز حتر يتساوى طول القطعة الممتدة مع من أي  القطعة الأقصر وضح كيفية مد  -3  القطعة الأطول. طول قطعتي 

 تمارين

 [. 1- 3-1لازمة الاثبت ] -1
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هنة  . 4-1قضية   " لتطابق المثلثات. ضلع-زاوية-ضلع" مي 

ي مثلث ضلع  ساوىإذا 
ز
ز ضلعان ف ي  ي 

ز
تيبخر آف ز الضلع، على الير ز ، وكانت الزاوية المحصورة بي  ي الأول تساوى الزاوية   ي 

ز
ف

ز متطابقان ، فإن المثلثي  ي
ي الثابز

ز
 . المناظرة ف

 

= AB إذا كان الإثبات  DE  و AC =  DF  و  ∠BAC = ∠EDF     ي
▲  فز ABC   و▲ DEG ،إذا 

  ▲ ABC ≅▲ DEF . 

 

 [ 4-1: ]5- 4-1 الشكل

اكب يسمح لنا بتحريك كائن فوق آخر دون تشويه  ▲ه أو قياسه. إذا وضع  شكلتذكر أن الير ABC  على▲ DEF  ط أن بشر

AB̅̅و Dعلى النقطة  Aوضع النقطة ت ̅̅ DE̅̅ على    = AB   لأن Eتتطابق مع النقطة  B، فإن النقطة  ̅̅  DE  . 

AB̅̅لأن  DE̅̅مع  يتطابق  ̅̅ ا معAC̅̅̅̅ ، فإن ̅̅
ً
BAC∠لأن ؛ DF̅̅̅̅   يتطابق أيض = ∠EDF .لأن AC = DF   فإن ،C تطابق مع  تF. 

▲لـ  BC̅̅̅̅، فإن القاعدة Eتتطابق مع   Bلأن  ABC   تتطابق معEF̅̅̅̅   القاعدة لـ▲ DEF، تب على ذلك أن  ويير

 BC =  EF. 

ز مثلثأحد الومن ثم فإن جميع أضلاع وزوايا   ي المثلث الآخر. نستنتج أ المناظرةمتساوية مع الأضلاع والزوايا  ي 
   نفز

    ▲ ABC ≅ ▲ DEF 

  - ضلع - [، ضلع8-1ضلع ]  –زاوية  -ضلع  [4-1على ثلاث قضايا حول تطابق المثلثات: ]  تحتوي أصول إقليدس   ملاحظة

 زاوية.  -ضلع-ضلع وزاوية- زاوية  -[ زاوية 26-1و ]  ضلع،

 أسئلة الامتحان. 

اكب -1  ؟ما المقصود بالير

ي ت الأجزاءكم عدد   -2
ا شكلالتر

ً
 وثلاث زوايا.(  أضلاع، ثلاثة 6جابة )الإ  ؟مثلث

لب أن -3
ُ
ز متطابقان، فكم عدد نثبت  إذا ط من   المناظرةجزاء الأ  مع  ساويًا ت جزاء من أحدهما يجب أن يكون مالأ أن مثلثي 

ي ] سنثبت هذا  عام، أي ثلاثة ما عدا الزوايا الثلاث.  شكلب . جابة)الإ  ؟الآخر 
 .( [4- 1[، وكلاهما يستخدم ]26- 1[ و ]8-1فز

 تمارين
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ي أن الخط الذي ينصف الزاوية الرأسية  اثبت -1
ز ينصف القاعدةفز ا  ،مثلث متساوي الساقي 

ً
عموديًا. ]انظر الفصل  ،أيض

 الأخي  للحصول على حل.[ 

ي ضلعان متجاوران تساوى إذا  -2
صّف رباعىي و  شكل فز

 
ز لزاوية بينهما، فأثبت أن ا القطر ن ز المتبقالضلعي  ي   انمتساوي يي 

فز

ا. ]انظر الفصل الأخي  للحصول على حل.[  ،الطول
ً
 أيض

3-  
 
ز ، فاثبت أن أي نقطة على أي صفت قطعتان كل منهما الأخرى عموديًا إذا ن ي الأخرى   من القطعتي 

يكون بعداها عن نهايتر

ز   . ]انظر الفصل الأخي  للحصول على حل.[ متساويي 

ز رؤوس المثلث الأصلىي والرؤوس   مثلثات متساوية الأضلاع على أضلاع أي إذا أنشئت -4 مثلث، فاثبت أن المسافات بي 

ي ا المقابلة
 [.( 32- 1لمثلثات متساوية الأضلاع متساوية. )يمكن إثبات ذلك بعد دراسة ]فز
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ز   5-1القضية   . Iالمثلثات متساوية الساقي 

:  لأي ز  مثلث متساوي الساقي 

ز بخلاف القاعدة، فإن  ،المثلث أضلاع مدت( إذا 1) ز الموجود الزاويتي  ي القياس تانأسفل القاعدة متساوي تي 
ز
 . ف

ز القاعدة متساوي الزاويتان على ( 2󠄀) ي القياس.  تي 
ز
 ف

ئ  الإثبات ▲أنسر ABC  ط = ABأن بشر  AC  الضلع    اعتير وBC̅̅̅̅ ئ قاعدة المثلث AB̅̅  . أنسر AB̅̅مد  عن طريق  ̅̅ ئ  و  ̅̅  AE̅̅̅̅أنسر

AC̅̅̅̅  عن طريق مد  CE يصبحبحيث    ≥ BD  . :  ندعىي

1. ∠DBC = ∠ECB 

2. ∠ABC = ∠ACB 

 .  ىسنثبت كل ادعاء على حد

DBC∠:  1 الادعاء = ∠ECB 

ض أن   BD̅̅نقطة على   Fلنفير ط أن  G، اخير النقطة   CE̅̅̅̅على  . Dأو  Bبخلاف   ̅̅ = CGبشر  BF [1 -3 .] لأن( 

 CE ≥ BD ئ (للقطعة نهاية، هذه النقطة ليست BG̅̅ . أنسر CF̅̅̅̅ و ̅̅  [. 2-1من الجزء  1 مسلمةعلى   ان]تطبيق  

 

 [ 5- 1: ]6-4-1 الشكل

 

= AFلأن   AG (و  حسب )الإنشاءAB =  AC،   ز ي   AC و AFحسب الفرضية، نستنتج من ذلك أن الضلعي 
▲فز FAC  

ي الطول
ز   ،على التوالىي  ،متساويان فز ي   ABو   AGمع الضلعي 

▲فز GAB 
ً
ز الزاوية هي   BAC∠ا، الزاوية. أيض كل    المحصورة بي 

ي كل مثلث.   من
ي الأضلاع فز ▲،  [4- 1]حسب زوجر FAC ≅  ▲ GAB ي ؛ وهذا

AFC∠أن  يقتصىز = ∠AGB   وBG =

 CF. 

 



30 
 

▲  فيما يخص FBC و ▲ GCB :  بما أن BF =  CG   وCF =  BG  و ∠AFC = ∠AGB[ 4-1، حسب ] 

 ▲ FBC ≅▲ GCB ي . وهذا
= FBC∠أن   يقتصىز ∠GCB ، أسفل قاعدة  اويتانالز  وهما▲ ABC ،؛ أو 

∠DBC = ∠FBC = ∠GCB = ∠ECB 

 . 1هذا يثبت الادعاء 

= ABC∠      : 2الادعاء   ∠ACB  

▲  بما أن FBC ≅ ▲ GCB ،ا
ً
= FCB∠  إذ  ∠GBC. حسب الإثبات السابق،  ∠FCA =  ∠GBA 

 لاحظ أن:  

∠FCA = ∠GBA 

∠FCB + ∠ACB = ∠GBC + ∠ABC 

∠FCB + ∠ACB = ∠FCB + ∠ABC  

∠ACB = ∠ABC 

 ويكمل الإثبات.  2هذا يثبت الادعاء 

ي قد يواجهها  ،ملاحظة ترجع الصعوبة
ي هذا القضية بعض التر

ز فز ▲إلى حقيقة أن   ،المبتدئي  ACF   و▲ ABG نمتداخلا .

= AF:  المتناظرةمنفصل والإشارة إلى الأجزاء  شكليجب على المعلم أو الشارح رسم هذه المثلثات ب  AG  ،AC =  AB ،

FAC∠ و = ∠GAB  .[ 4- 1حسب]أن   ، يتبع ذلك ∠ACF = ∠ABG   و∠AFC = ∠AGB. 

 يكون المثلث متساوي الأضلاع فقط إذا كان متساوي الزوايا.  1-5-1  اللازمة

  تمارين

ز أن  اثبت -1 ز الموجود الزاويتي  ز دون مد  تانالقاعدة متساوي على تي   . الضلعي 

▲محور التماثل لـ       ⃡ AH أن  اثبت -2 ABC .انظر الفصل الأخي  للحصول على حل[ .] 

ز لل أن كل قطر  اثبت -3 ز  محور تناظر هو   معي   . للمعي 

ي أي كل ضلع ل نقطة المنتصف   حدد  -4
ي   اثبت أن الأضلاع؛مثلث متساوي فز

آخر   مثلث تشكل  تصل بينهمالقطع التر

 متساوي الأضلاع. ]انظر الفصل الأخي  للحصول على حل.[ 

 [. 1-5- 1. اللازمة]اثبت  -5
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ز   : 6-1القضية   . IIالمثلثات متساوية الساقي 

ي مثلثإذا 
ز
ز تساوت زاويتان ف ز للزاويتي  ز المقابلي  ز ، فإن الضلعي  ي الطول )أي إن المثلث متساوي  المتساويتي 

ز
متساويان ف

 .) ز  الساقي 

ئ  الإثبات ▲أنسر ABC   ط أن = ABC∠بشر ∠ ACB .  أن  من أجل إثبات ادعاءناAB =  AC  هان ، سنستخدم الير

   . بالتناقض

 

 [ 6- 1: ]7-4-1 الشكل

ض أن لبدون فقدان  ABلعمومية، افير >  AC على .AB̅̅ ئ نقطة   ̅̅ ط أن  D، أنسر = BDبشر  CA [1 -3]،   ئ CD̅̅ وأنسر ̅̅    .

▲لاحظ أن  ACD > ▲مساحة  )أي 0  ACD   لن يكون    وإلا (؛ 0أكير من▲ ACD  ا
ً
 . موجود

▲فيما يخص   DBC   و▲ ACB : بما أنDB =  AC  و ∠DBC = ∠ACB  وكل مثلث يحتوي على ،BC̅̅̅̅[ 4- 1، حسب]  

▲ DBC ≅ ▲ ACB  تب على ذلك أن ▲. يير ACB = ▲ DBC . 

▲لكن   ACB = ▲ ACD ⊕ ▲ DBC  وبالتالىي فإن ،▲ ACD = ▲مساحة  أن )أي 0  ACD  ولكن أعلاه  0تساوي .)

▲أظهرنا أن  ACD > ا . 0 
ً
▲  إذ ACD = ▲و   0  ACD >  تناقض.   هذا ، 0 

ضنا أن   ABعلى وجه التحديد، افير >  AC  من ذلك أن 
ً
ضنا بدلا ACوحصلنا على تناقض. إذا افير >  AB  فسنحصل على ،

ي  طريقتان لبدء الإثبات، و هناكنفس التناقض )هذا ما نعنيه بعبارة "بدون فقدان العمومية"؛ 
ز
ز ف على   نحصلكلا الحالتي 

ز  نفس النتيجة(. لأن كل من AB   الفرضي  >  AC  وAC >  AB ن  و ينتج عنه تناقض، يجب أن يكAB =  AC ، يثبت   هذا

 ادعاءنا. 

ز إذا وفقط إذا كانت الزاويتان الموجودتان يكون  إلى أن المثلث  معًا، ، [6-1[ و ] 5-1شي  ]ت  . 1-6-1  اللازمة متساوي الساقي 

 قاعدته متساويتان.  عند 

 أسئلة الامتحان. 

ي هذه القضية -1
 ؟ ما الفرضية فز

ي تكون هذه القضية مقلوبــهاما  -2
 ؟ القضية التر

 ؟القضيةهذه  inverseعكس ما  -3

 ؟ [5-1]  عكسما  -4
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 ؟ما المقصود بالإثبات بالتناقض -5

 ؟ المقلوبة القضايا  - عمومًا - كيف يثبت إقليدس  -6

اض الخاطئ الذي بواسطته  -7  ؟ القضية أثبتتما الافير

اض الخاطئ  -8  ؟ إلى ماذا يؤدي هذا الافير

 تمارين

 [. 1-6- 1. لازمةالاثبت ] -1
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ة.  -7-1القضية  ز  مثلثات متمي 

ي مثلث ضلعلأ
ز
، إذا ساوى ضلعان ف ز ز مختلفي  ز ي مثلثي  ي ال  ي 

ز
، فإن الضلع الثالث من الأول لا يساوي ما  خر، على التوالىي ف

ي يناظره 
ز
.  ف ي

 الثابز

ي نقطة، لا يمكن إنشاء  نص القضية بطريقة أخرى: لأي 
ز
ي قطعة مستقيمة ويلتقيان ف

ز من نهايتر ز منشئتي  قطعتي 

ز   ي نقطة على نفس الجانب النقطة السابقة ويكونان مساويتي 
ز
ي نفس القطعة ويلتقيان ف

ز من نهايتر خريي 
ُ
ز أ قطعتي 

 . ، على التوالىي
ز ز السابقتي   للقطعيتي 

ز  الإثبات ئ المثلثي  ز أنسر ▲  المختلفي  ADB ،▲ ACB كان ي القاعدة المشير
AB̅̅ فز ض أن   ̅̅ = AC. افير  ADندعىي أن . BC ≠

 BD . 

 

 1[، حالة 7- 1: ]8-4-1 الشكل

ي إما داخل أو خارج المثلث الأول. 
 قد تكون رأس المثلث الثائز

 : الرأس خارج المثلث. 1الحالة 

ض أن  ▲قع داخل  تلا  Dرأس كل مثلث يقع خارج الجزء الداخلىي من المثلث الآخر )أي، افير ACB وC  قع داخلتلا 

 ▲ ADB ئ CD̅̅ (. أنسر = AD. لأن ̅̅  AC الفرضية،  حسب▲ ACD حسب . ز   [،1-6- 1]اللازمة  متساوي الساقي 

∠ACD = ∠ADC. 

 
ّ
ADC∠  بما أن = ∠BDC و ∠ADB >  لذلك،، 0 

ً
ADC∠   نتيجة > ∠BDC [1-3 -1  12موضوعة .] ولأن 

 ∠ACD = ∠ADC ،  ،ا
ً
ACD∠فإن، أيض > ∠BDC .  بما أن ∠BCD = ∠BCA + ∠ACD ،فإن 

 ∠BCD > ∠BDC. 

▲  فيما يخص BDCبما أن . ∠BCD > ∠BDC، [ 1-6- 1 اللازمةحسب]  نجد أن   BD ≠  BC .هذا يثبت ادعاءنا ، 

 : الرأس داخل المثلث الآخر. 2الحالة 

ض أن ▲رأس المثلث   افير ADB   يقع داخل الجزء الداخلىي من▲ ACB .    مدAC̅̅̅̅ لإنشاء  AE̅̅̅̅ و  AD̅̅ ̅̅ ئ AF̅̅̅̅  لإنشاء   . أنسر

CD̅̅ = AC. لأن ̅̅  AD    ،المثلث   فإنحسب الفرضية▲ ACD  [ ؛ حسب ز ECD∠  [ 5-1متساوي الساقي  = ∠FDC  
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 2[، الحالة  7- 1: ]9-4-1 الشكل

ECD∠  بما أن = ∠ECB + ∠BCD   نستنتج من ذلك أن ،∠ECD > ∠BCD  [1-3 -1  12موضوعة  .]لأن 

  ∠ECD = ∠FDC ، ا
ً
FDC∠   فإن، أيض > ∠BCD  .بما أن  ∠BDC = ∠BDF + ∠FDC أن، نجد 

∠BDC > ∠BCD  . 

▲فيما يخص   BDC 
ّ
BDC∠ . بما أن > ∠BCD نجد أن    ،[1-6- 1، حسب ]اللازمةBD ≠  BC  هذا يثبت ادعاءنا ويكمل ،

 .  الإثبات

ز يكون أي   . 1-7-1  اللازمة ، مثلثي  ز ي إذا لم   مختلفي 
ي الثائز

 . يتساو طول أحد أضلاع أحدهما مع طول أي ضلع فز

 تمارين

 [. 1-7- 1اثبت ]اللازمة.  -1
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هنة " -8-1القضية   " لتطابق المثلثات. ضلع-ضلع- ضلعمي 

، لأ ز ز ، فإن المثلثكانت كل الأضلاع المتناظرة متساوية  إذا ي مثلثي  ز متطابق ي   . ي 

ض أن  : الإثبات ▲افير ABC  و▲ DEF  ز مثلث = ABفيهما   ي   DE   وAC =  DF   وBC =  EF  حيث(BC̅̅̅̅  و EF̅̅̅̅   هما

ز المثلث تا قاعد ▲ أن:  (. ندعىي ي  ABC ≅▲ DEF . 

 

 [ 8-1: ]10-4-1 الشكل

ض وضع ▲  افير ABC  على▲ DEF   ط أن تتطابق النقطة = BC. لأن  EF̅̅̅̅ مع  BC̅̅̅̅ويتطابق   Eمع النقطة   Bبشر  EF ،

، فيجب أن  D، الذي تقع عليه الرأس  EF̅̅̅̅  الجانب من نفس يقع على   A. إذا كان الرأس  Fتتطابق مع النقطة   Cفإن النقطة 

 . Dمع النقطة   Aتتطابق النقطة  

= EG أن فرضيتنا تنص على . Gموقع مختلف: سنسمي هذه النقطة   Aإذا لم يكن هذا صحيحًا، فيجب أن يكون لـ    AB   و

AB =  ED[ فإ8موضوعة  1-3- 1. حسب ،]ن EG =  ED .   ،وبالمثلFG =  FD ،[، 7- 1] حسب. ومع ذلك 

 FG ≠  FD ، تناقض. وهذا 

زوايا   ،على التوالىي  للمثلث الأول تساوي،، وبالتالىي فإن الزوايا الثلاث  Dمع النقطة   Aومن ثم يجب أن تتطابق النقطة 

ي  المثلث 
ABC∠  )على وجه التحديد، الثائز = ∠DEF  و ∠BAC = ∠EDF  و ∠BCA = ∠EFD ،لذلك .) 

 ▲ ABC ≅ ▲ DEF  . 

 أسئلة الامتحان. 

ي هذه القضية [ 7-1ما فائدة ] -1
 [.(8- 1]ل ـتوطئة  كانت)الجواب:   ؟فز

ي قضية8- 1[ و ]7- 1هل يمكن دمج ] -2
ا إذا كان و  ؟ [ فز

ً
 ؟ ، كيفممكن
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 تنصيف زاوية مستقيمة.   9-1القضية 

 تنصيف زاوية.  ،من الممكن

ئ  ط أن ،      AC   على E، والنقطة        ABعلى   Dالنقطة و ، BAC∠  الإثبات أنسر = AE  بشر  AD  [1 -3 .]   ئ DE̅̅  أنسر ئ  ؛ ̅̅ ،  أنسر

ا 
ً
▲ع  متساوي الأضلا الالمثلث  ،أيض DEF [1-1 ط أن DE̅̅ الآخر من  الجانبعلى  Fتقع  [ بشر ئ  A، الذي لا تقع عليه ̅̅ . أنسر

AF̅̅̅̅  ندعىي أن .AF̅̅̅̅   ينصف∠BAC  . 

 

 [ 9-1: ] 11-4-1 الشكل

 

▲فيما يخص  DAF  و▲ EAF يشارك الضلعمثلث : كل  AF̅̅̅̅  و   AD =  AE  و الإنشاء، حسبDF =  EF  حسب

▲[،  8-1. حسب ]الإنشاء  DAF ≅ ▲ EAF فإن ، وهكذا ،∠DAF = ∠EAF .  لاحظ أن 

∠BAC = ∠DAF + ∠EAF 

= 2. ∠DAF 

1

2
. ∠BAC = ∠DAF 

هان.  BAC∠ينصف   AF̅̅̅̅، أو   ، وهذا يكمل الير

▲  التماثل محور     ⃡ AF ، فإن     ⃡ AFالخط  لإنشاء  AF̅̅̅̅  د مُ إذا  . 1-9-1  اللازمة AED  و ▲ DEF والشكل BDAECقطعة، وال 

DE̅̅ ̅̅. 

ي ]   . 2-9-1  اللازمة
AB̅̅  إنشاء[، يمكن 9-1فز رأس،  ال Aالنقطة   بحيث تكونكخطوط أو أشعة أو قطع بطول مناسب    AC̅̅̅̅و  ̅̅

 مع إجراء ما يلزم من تعديل. 

 أسئلة الامتحان. 

ي إقليدس مثلث متساوي الأضلاع على الضلع المقابل لـ    -1
 ؟Aلماذا يبتز

ئ إذا  -2 DE̅̅الآخر من   الجانبمتساوي الأضلاع على المثلث ال أنسر ي أي حالة سيفشل ̅̅
 ؟ الإنشاء، فز
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 تمارين

 [.(#2،  5-1[. )تلميح: استخدم ]8-1[ دون استخدام ] 9-1أثبت ]  -1

AF̅̅̅̅ اثبت أن -2 ⊥ DE̅̅  [.( ]انظر الفصل الأخي  للحصول على حل.[ #2  ،5-1. )تلميح: استخدم ] ̅̅

ز   ، تكونAF̅̅̅̅   علىأثبت أن أي نقطة  -3  . ]انظر الفصل الأخي  للحصول على حل.[Eو  Dمتساوية البعد عن النقطتي 

 [. 1-9- 1. لازمةال] اثبت -4

 [. 2-9- 1لازمة. ال] تاثب  -5
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 تنصيف قطعة.  . 10-1القضية 

 قطعة(. لأي قطعة )أي أنه من الممكن تحديد نقطة منتصف أي من الممكن تنصيف 

ئ  الإثبات AB̅̅ أنسر AB̅̅ندعىي أنه يمكن تنصيف   ؛̅̅ ̅̅. 

 

 [ 10-1: ] 12-4-1 الشكل

ئ  ▲المثلث المتساوي الأضلاع  أنسر ABC  الذي قاعدتهAB̅̅ ف  [.  1-1] ̅̅ صِّ
 
CD̅̅ عن طريق إنشاء ACB∠ن ̅̅ ي [ ال9- 1]  

  تر

AB̅̅تقاطع مع ت AB̅̅. من الواضح أن Dعند   ̅̅ ̅̅ = AD̅̅ ̅̅ ⊕ DB̅̅ = AB . ندعىي أن ̅̅  2 ·  AD =  2 ·  DB  (أي أن AB̅̅ ̅̅ 

 (. Dف عند  نصّ مُ 

▲  فيما يخص ACD و ▲ BCD  :AC =  BC (ي  ا ضلعمكل منه  لأن
▲متساوي الأضلاع المثلث ال فز ACB  ؛ كل مثلث)

CD̅̅ شاركي ACD∠ ؛   ̅̅ = ∠BCD[ 4- 1حسب الإنشاء. حسب]،  ▲ ACD ≅▲ BCD   ، لذلك  AD =  DB . بالتالىي، 

AB =  AD +  DB =  2 ·  AD =  2 ·  DB 

 يثبت ادعاءنا.    وهذا 

 تمارين

. ]انظر الفصل الأخي  للحصول على حل.[  إنشاءبقطعة   نصّف  -1 ز  دائرتي 

CD̅̅  مد  -2 ز  النقاط متساوية البعد ثبت أن كل ا.    ⃡ CD  لإنشاء ̅̅ ]انظر الفصل الأخي   .     ⃡ CDتقع على   Bو   Aعن النقطتي 

 للحصول على حل.[
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ئ قطعة عمودية  . 11-1القضية   . Iأنشر

 . يهخط من أي نقطة عل أي على  عموديةمن الممكن إنشاء قطعة 

ئ  الإثبات ط أن E، اخير        CB ؛ على D، اخير أي نقطة         CA على. Cحتوي على النقطة  الذي ي     ⃡ ABأنسر = CE بشر  CD [1 -

ئ المثلث متساوي الأضلاع 3 ▲[. أنسر DFE   علىDE̅̅ ئ  1-1] ̅̅ ⊥    ⃡ AB  . ندعىي أنCF̅̅̅̅ [ وأنسر CF̅̅̅̅  . 

 

 [ 11- 1: ]13-4-1 شكل

▲فيما يخص  DCF  و▲ ECF الضلع    مثلث يشارك: كلCF̅̅̅̅   وCD =  CE   حسب الإنشاء وDF =  EF  لأن 

▲ DFE [ 8- 1متساوي الأضلاع. حسب ] ▲ DCF ≅▲ ECF  لذلك  ، و∠DCF =  ∠ECF .  ز  بما أن ز الزاويتي  هاتي 

 . يثبت ادعاءنا  وهذا زاوية قائمة،  هما هي أن كل زاوية من ينص على  [ 13-1، فإن ]تعريف.  متجاورتان

      ⃡ ABإذا كانت   تظل صحيحة[ 11-1] . 1-11-1  اللازمة
ً
ا مستقيمًا أو شعاعًا، مع  CF̅̅̅̅كون  ت أو شعاعًا و / أو عندما  قطعة

ً
خط

 ما يلزم من التبديل والتعديل. 

 تمارين

ز ينصفان بعضهما البعض عموديًا. ]انظر الفصل الأخي  للحصول على حل.[ اثبت -1  أن قطري المعي 

 [. 8-1[ دون استخدام ]11- 1ثبت ]ا  -2

. ]انظر الفصل الأخي  للحصول على حل.[  أي عن متساوية البعد خط تكون أي جد نقطة على  -3 ز  نقطتي 

ط إذا أي جد نقطة على  -4 ز على   وصلت خط بشر ي بنقطتي  ز القطعبكونة تالزاوية الم الخط ينصف الخط، فإنجانتر   تي 

 . ز ز النقطة والنقطتي  ز بي   ( 3#  )تلميح: مشابه لإثبات الواصلتي 

 ثلاث نقاط. )تلميح: أنت تبحث عن المركز المحيطىي للمثلث.( متساوية البعد عن أي جد نقطة  -5

 [. 1- 11- 1لازمة. الاثبت ] -6
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 .IIقطعة عمودية  إنشاء   12󠄀-1القضية 

 . ن إنشاء قطعة عمودية على أي خط من نقطة ليست على الخط يمك

ئ  الإثبات AB̅̅أنسر ط ألا تكون  C  و  ̅̅ ي     ⃡ AB على   Cبشر
CH̅̅ إنشاء . نرغب فز ط أن تقع  ̅̅ CH̅̅و      ⃡ ABعلى   Hبشر ̅̅ ⊥ AB ⃡     

 

 [ 12-1]: 14- 4-1 الشكل

ئ . Cالمقابل للجانب الذي تقع عليه نقطة      ⃡ ABعلى جانب  من  Dخذ أي نقطة   ي نصف قطرها  C●أنسر
CD̅̅التر - 1]مسلمة  ̅̅

ز       ⃡ ABمع   C●حيث تتقاطع [ 3 ئ [ و 1-10] H  عند  FG̅̅̅̅نصف  . Gو   Fعند النقطتي  CH̅̅  أنسر  [. ندعىي أن:  1-1 قضية] ̅̅

CH̅̅ ̅̅ ⊥ AB ⃡    . 

ئ   ▲أنسر CFG فيما يخص .  ▲ FHC   و▲  GHC :FH =  GH  مثلثان يتشاركان الضلع ال ،حسب الإنشاءHC̅̅ ̅̅  ، 

 CF = CG ن كل منهما نصف قطر لـ  لأ●C  [،  8- 1[. حسب ]32-1]تعريف▲ FHC ≅▲ GHC  لذلك  و 

∠CHF = ∠CHGز . بما أن ه ز  اتي  ، هذا يثبت فإن كل منهما زاوية قائمة[ 13-1]تعريف.  حسب، تانمتجاور الزاويتي 

 ادعاءنا. 

  ة[ صحيح12-1] . 1-12-1  اللازمة
ُ
 أشعة، مع ما يلزم من التبديل والتعديل.   AB و / أو  CH بـ بدلإذا است

 تمارين

. ]انظر الفصل الأخي  للحصول على حل.[     ⃡ AB  تتقاطع معأن لا يمكنها  C ●برهن على أن الدائرة    -1 ز  عند أكير من نقطتي 

 [ 1- 12- 1اثبت ]اللازمة.  -2
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 الزوايا عند تقاطعات الخطوط المستقيمة.  . 13-1القضية 

ز إذا تقاطع خط مع آخر، فإن  ز عند تقاطعهما  أو  أن يكونا متعامدينإما  الخطي  ز متجاورتي  يكون مجموع أي زاويتي 

. يساوي  ز ز قائمتي   زاويتي 

زاوية قائمة أو  يساوي   ABD∠و ABC∠ أن كل من، فإننا ندعىي Bعند     ⃡ CDمع الخط       ⃡ ABإذا تقاطع الخط   الإثبات

∠ABC + ∠ABD  . ز ز قائمتي   يساوي زاويتي 

 

ز  الحالة الثانيةعلى اليسار،  الحالة الأولى[ 13-1: ] 15-4-1 الشكل  على اليمي 

⊥    ⃡ ABإذا كان  CD ⃡      ي
 ساوي زاوية قائمة. ت   ABD∠و ABC∠كل من فإن  ،  15-4- 1 الشكلكما فز

ي  اويةليست ز  ABD∠و   ABC∠كل من    خلاف ذلك،ب
ئ  15-4-1 الشكلقائمة كما فز ⊥   ⃡ BE. أنسر CD ⃡    

ABC∠لاحظ أن  [. 1-11] = ∠CBE + ∠EBA  إضافةب[. 11-1]تعريف  ∠ABD  من هذه المعادلة، نحصل  جانب لكل

 على 

∠ABC + ∠ABD = ∠CBE + ∠EBA + ∠ABD 

 أنوبالمثل، نجد 

∠CBE + ∠EBA + ∠ABD = ∠CBE + ∠EBD 

 أن[، نجد 8 موضوعة 1-3- 1حسب ]

∠ABC + ∠ABD = ∠CBE + ∠EBD 

 
ّ
ABC∠مجموع  فإن  زاويتان قائمتان،   EBD∠و   CBE∠  بما أن + ∠ABD    هذا يثبت ، ز ز قائمتي  يساوي مجموع زاويتي 

 . ادعاءنا 

 إثبات بديل: 

 . لاحظ أن:  θبـ   EBA∠الإثبات. أسرر إلى  

∠CBA = زاوية قائمة + θ 

∠ABD = زاوية قائمة  − θ 

∠CBA + ∠ABD =  زاوية قائمة 
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بدل ةصحيحتظل أعلاه   القضية . 1-13-1اللازمة  
ُ
و / أو أشعة، مع ما يلزم من التبديل   قطعالخطوط المستقيمة ب إذا است

 والتعديل. 

. أي مجموع  . 2-13-1اللازمة   ز ز قائمتي  ز لبعضهما البعض يساوي زاويتي  ز مكملتي   زاويتي 

ي قطعة.  مختلفان خطان مستقيمان  يتقاطعلا يمكن أن   . 3-13-1اللازمة  
 فز

 . زاويتها المنعكسةنصف أي زاوية ينصف مُ  . 4-13-1زمة  اللا

ز  ا أينصفمُ  . 5-13-1اللازمة   ز مكملتي   ن. امتعامد لبعضهما البعض، زاويتي 

EBA∠  الزاوية -6-13-1اللازمة   =
1

2
(∠CBA − ∠ABD) 

 تمارين

 [. 1- 13- 1. اللازمةاثبت ] -1

 [. 2- 13- 1اثبت ]اللازمة.  -2

 [. 3- 13- 1اثبت ]اللازمة.  -3

 . [4- 13- 1. اللازمةاثبت ] -4

 [. 5- 13- 1. اللازمة] ثبتا  -5

 [. 6- 13- 1. اللازمةاثبت ] -6
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 أشعة إلى خطوط مستقيمة.  14-1القضية 

ز منه بحيث إذا كان هناك شعاعان   ز مختلفي  ز يكون مجموع مبنيان عند نهاية شعاع آخر وعلى جانبي   الزاويتي 

ز ال ، فإن هذين الشعاعي  ز ز قائمتي  ز يساوي زاويتي  ا. ن  شكلايمتجاورتي 
ً
 خط

ئ  : الإثبات ي  على  .        BA  أنسر ئ       BAجانتر ،بحيث يكون        BDو        BC  ، أنسر ز ز المتجاورتي  CBA∠  مجموع الزاويتي  + ∠ABD 

. ندعىي أن:  ز ز قائمتي  ⊕      BC يساوي زاويتي  BD      = CD ⃡    

 

[ 41-1: ]16- 4-1 الشكل  

ض بدلا من ذلك أن  ⊕      BCافير BE      = CE ⃡     و  ∠EBD >  المجموع إن ، فواقف عليه       BA  خط و     ⃡ CE. بما أن  0 

 ∠CBA + ∠ABE [ ز ز قائمتي   13-1يساوي زاويتي 
ً
CBA∠  الفرضية، المجموع حسب  ،ا [. أيض + ∠ABE   ز يساوي زاويتي 

. لذلك،  ز  قائمتي 

∠CBA + ∠ABE = ∠CBA + ∠ABD 

∠ABE = ∠ABD 

∠ABE = ∠ABE + ∠EBD 

0 = ∠EBD 

EBD∠لأن  = EBD∠  و  0 > ⊕      BCتناقض. ومن ثم،  هذا  ، 0  BD      = CD ⃡     ،  .هذا يثبت ادعاءنا 

 القطع، مع ما يلزم من التبديل والتعديل.  ما سبق ينطبق على. 1-14-1اللازمة  

 تمارين

 [. 1- 14- 1اثبت ]اللازمة.  -1
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ز   -15-1القضية  ز متساويتي  ز متقابلتي   كل زاويتي 

ز زاويتكل إذا تقاطع خطان عند نقطة، فإن   ز متساويت ي   . انمتقابلتي 

ض أن   الإثبات AEC∠أن . ندعىي Eيتقاطعان عند     ⃡ CDو       ⃡ ABافير = ∠DEB  و  ∠BEC = ∠DEA. 

 

 [ 15-1: ]17- 4-1الشكل 

DEA∠  ، فإن المجموع   Eعند     ⃡ CDمع   يتقاطع     ⃡ ABلأن  + ∠AEC  ز ز قائمتي       ⃡ CD[. وبالمثل، لأن 13-1] يساوي زاويتي 

AEC∠  المجموعإن ، فEعند       ⃡ ABيتقاطع مع  + ∠BEC ا
ً
ز زاويت يساوي أيض ز  قائمتي  ،ي   . وبالتالىي

∠AEC + ∠DEA = ∠AEC + ∠BEC 

∠DEA = ∠BEC 

AEC∠أن وبالمثل، يمكننا أن نظهر  = ∠DEB،  يثبت ادعاءنا.   هذا 

 إثبات بديل: 

ز  ز المتقابلتي   هما متساويتان. إنمكملة، فال زاوية لهما نفس اللأن الزاويتي 

بدل  [ 15-1] . 1-15-1  اللازمة
ُ
ز أو كلابتظل صحيحة إذا است ز المستقيمي  ، مع ما يلزم من  شعاعأو  ةهما قطعأحد الخطي 

 التبديل والتعديل. 

 [. 15- 1]  - [ 13-1أسئلة الامتحان ل  ] 

ي  المسألةما  -1
 ؟ [13-1]  لـ إثبات إقليدس المطلوبة فز

هنة  -2  هنة، فقط موضوعات.(  )الإجابة:  ؟ المطلوبة ما المير  لا مير

 لبعضها البعض.   إذا تقاطع خطان، فكم عدد أزواج الزوايا المكملة -3

ز ] -4  [؟ 14- 1[ و ]13-1ما العلاقة بي 

ي ] المتقاطعة ما الخطوط الثلاثة  -5
 [؟ 14-1فز

 . هثبتا[ و 15-1]اذكر مقلوب القضية  -6

 الزوايا عند نقطة.(  : جابة)الإ  ؟[ 15- 1، ][14-1[، ]13-1ما موضوع ]  -7
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 تمارين

 [. 1- 15- 1. اللازمةاثبت ] -1
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 الزاوية الخارجية للمثلث أكي  من أي من الزوايا الداخلية عدا المجاورة لها.  . 16-1القضية 

 اتجة تكون أكي  من أي من الزوايا الداخلية عدا المجاورة لها. إذا مد أي ضلع من أضلاع مثلث، فإن الزاوية الخارجية الن

ئ  الإثبات ▲أنسر  ABC ، الضلع   مدBC̅̅̅̅ لإنشاء  BD̅̅ أكير من أي من الزوايا الداخلية عدا   ACD∠  . ندعىي أن الزاوية الخارجية̅̅

 .BAC∠ و  ABC∠؛  المجاورة لها

 

 [ 16-1: ] 18-4-1 الشكل

 

ئ  E [1 -10عند   AC̅̅̅̅  نصف = BEبحيث إن  BF̅̅̅̅ لإنشاء BE̅̅̅̅مد  [. 1-1]مسلمة  BE̅̅̅̅[ وأنسر  EF [1 -3 
ً
ئ   ، ا [. أيض  .CF̅̅̅̅أنسر

▲فيما يخص  CEF  و▲ AEB  :CE =  EA  الإنشاء، و حسبBE =  EF  الإنشاء، و حسب ∠CEF =  ∠AEB   [1 -

▲،  [4- 1[. حسب ]15 CEF ≅ ▲ AEB ،  لذلك فإن و∠ECF = ∠EAB 
ّ
 . بما أن

 ∠ACD = ∠ECF + ∠FCD  و ∠EAB = ∠BAC ، 

∠ACD = ∠EAB + ∠FCD = ∠BAC + ∠FCD 

ACD∠  نستنتج من ذلك أن > ∠BAC  . 

صفتوبالمثل، إذا  
ُ
ACD∠أن  ، فيمكن إثبات  BC̅̅̅̅  ن > ∠ABC  .وهذا يكمل الإثبات ، 

▲مجموع الزوايا الداخلية الثلاث للمثلث   . 1-16-1  اللازمة BCF  يساوي مجموع الزوايا الداخلية الثلاث للمثلث 

 ▲ ABC. 

▲   . 2-16-1  اللازمة BCF = ▲ ABC. 

BA̅̅الضلعان مُد إذا   . 3-16-1  اللازمة ز  لإنشاء CF̅̅̅̅و   ̅̅  . يلتقيا على أي بعد محدود ، فلن خطي 

▲، فحينئذٍ سيكون للمثلث  Xأي نقطة   عند : إذا التقيا السبب CAX زاوية خارجية ∠BAC الزاوية الداخليةساوي ت 

∠ACX. 

 . التمارين
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 [. 1- 16- 1اثبت ]اللازمة.  -1

 [. 2- 16- 1اثبت ]اللازمة.  -2

 ثبات بالتناقض. الإ [ باستخدام 3- 16- 1اثبت ]اللازمة.  -3
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ز مجموع  -17-1القضية  ز داخليتي  ي  زاويتي 
ز
 مثلث. ف

ز أي مجموع  ز داخليتي  ي زاويتي 
ز
. ف ز ز قائمتي   مثلث أقل من زاويتي 

ز  الإثبات ز داخليتي  ي ندعىي أن مجموع أي زاويتي 
▲  فز ABC  . ز ز قائمتي   أقل من زاويتي 

 

 [ 17- 1: ]19-4-1 شكل

BD̅̅  لإنشاء BC̅̅̅̅مد الضلع   ،BAC∠  و  ABC∠فيما يخص   ACD∠  [، 16- 1. حسب ]̅̅ > ∠ABC  . أضف∠ACB  لكل

 . منهما 

∠ACD + ∠ACB > ∠ABC + ∠ACB 

ACD∠  [، 13- 1حسب ] + ∠ACB   ، ؛ وبالتالىي
ز ز قائمتي  ABC∠يساوي زاويتي  + ∠ACB   . ز ز قائمتي   أقل من زاويتي 

ز أن  ز وبالمثل يمكننا أن نبي  ABC∠  المجموعي  + ∠BAC و ∠ACB + ∠BAC    مع ما   كل منهما ، ز ز قائمتي  أقل من زاويتي 

ة  ال نفسيلزم من التبديل والتعديل.  ▲تنطبق على  حِج  EFG ، ثبت ادعاءنا. ي هذا 

 على الأقل.  ،زاويتان حادتان  فيهمثلث  أي . 1-17-1  اللازمة

ي مثلث . 2-17-1  اللازمة
ز فز ز غي  متساويتي   الزاوية الأصغر حادة. تكون ، لأي زاويتي 

 تمارين

هناتبعد الانتهاء من الفصل الأول. تلميح: استخدم   الحل [ دون مد أي ضلع. )حاول17- 1] اثبت -1 الخطوط   مير

 المتوازية.(

 [ 1- 17- 1زمة. اثبت ]اللا  -2

 [. 2- 17- 1اثبت ]اللازمة.  -3
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ي مثلث  . 18-1القضية 
ز
 . Iالزوايا والأضلاع ف

يكون أكي  من قياس الزاوية المقابلة   الأكي  من آخر، فإن قياس الزاوية المقابلة للضلع  أكي  إذا كان أحد أضلاع مثلث 

 . الأصغر للضلع 

ئ  الإثبات ▲أنسر ABC  الذي له الضلعانAB̅̅ AC   حيث AC̅̅̅̅و   ̅̅ >  AB  ندعىي أن قياس الزاوية المقابلة لـ .AC̅̅̅̅   أكير من

AB̅̅الزاوية المقابلة لـ   ABC∠؛ أو، ̅̅ > ∠ACB 

 

 [ 18- 1: ]20-4-1 شكل

ط أن D  حدد ، AC̅̅̅̅على  = AD بشر  AB [1 -3  ئ BD̅̅[، وأنسر ▲؛ لاحظ أن ̅̅ ABD  [ حسب . ز   [،6-1متساوي الساقي 

∠ADB = ∠ABD لأن .∠ADB > ∠ACB   [ 16-1حسب،]  ∠ABD > ∠ACB . لأن 

  ∠ABC = ∠ABD + ∠CBD ، فإن∠ABC > ∠ACB يثبت ادعاءنا.    ، هذا 

 تمارين

ي أثبت أنه إذا   -1
ز   شكلكان الضلعان الأكير والأصغر فز ز رباعىي متقابلي  ز  على ، فإن الزاويتي  أصغر تكون أكير من الزاويتي 

ز لهما   . المقابلتي 

ي أي مثلث، أثبت أن العمو   -2
 د من الرأس المقابل للضلع الأكير يقع داخل المثلث. فز
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ي مثلث    -19-1القضية 
ز
 .𝐈 𝐈الزوايا والأضلاع ف

ي 
ز
ي القياس من أخرى، فإن الضلع المقابل للزاوية الأكي  يكون أطول من الضلع  أي ف

ز
مثلث، إذا كانت إحدى الزوايا أكي  ف

 المقابل للزاوية الأصغر. 

ئ  الإثبات ▲أنسر ABC،   حيث∠ABC > ∠ACB .  ندعىي أنAC >  AB. 

 

 [ 19- 1: ]21-4-1 شكل

≮ ACإذا    AB  فإما ،AC =  AB   أوAC < AB. 

= ACإذا كان   -1  AB ،فإن ▲ ACB،  ز و ACB∠  متساوي الساقي  = ∠ABC  الفرضية[. هذا يناقض 1- 6-1]اللازمة  

∠ABC > ∠ACB لذلك، و  AC ≠  AB. 

> ACإذا كان   -2 AB ، فإن∠ACB > ∠ABC [1 -18 هذا يناقض .]  الفرضية∠ABC > ∠ACB فإن لذلك ، و 

 AC ≮ AB. 

ACيجب أن  لذلك،  >  AB . 

ي  . 1-19-1  اللازمة
مثلث، تقف الأضلاع الأطول مقابل الزوايا الداخلية الأكير وتقف الزوايا الداخلية الأصغر مقابل أي  فز

 . الأصغر الأضلاع 

 تمارين

. الإثبات  باستخدام القضية  هاثبت هذ -1  المباسرر

ز إلى أي نقطة على القاعدة أقل من  -2 الساق إذا كان التقاطع داخل اثبت أن أي قطعة من رأس مثلث متساوي الساقي 

 تقع خارج المثلث. كانت نقطة التقاطع مع القاعدة الممتدة إذا   -من الساق - أكير  ا ولكنه ، المثلث

نفس النقطة إلى نفس الخط. ]انظر الفصل الأخي  للحصول  اثبت أنه لا يمكن إنشاء ثلاث قطع متساوية ومختلفة من  -3

 على حل.[

AB̅̅: إذا كان 18- 4-1  الشكل[، 16- 1]يخص  فيما   -4 ي هو أطول ضلع  ̅̅
▲  فز ABC  فإن ،BF̅̅̅̅   ي هو أطول ضلع

▲  فز FBC  و 

∠BFC <
1

2
 ∠ABC. 
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ي   -5
▲  فز ABC   إذا ،AB ≤  AC ، فإنAG̅̅ . ]انظر الفصل   AC̅̅̅̅من  أصغر ،  BC̅̅̅̅على الضلع   Gإلى أي نقطة   Aمن   المنشأة ̅̅

 الأخي  للحصول على حل.[ 

 [. 1- 19- 1لازمة. الاثبت ] -6
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 مثلث. أي . مجموع أطوال أي زوج من أضلاع 2󠄀0-1القضية 

ي 
ز
. أي ف ي

 مثلث، يكون مجموع أطوال أي زوج من الأضلاع أكي  من طول الضلع المتبقر

ئ  الإثبات ▲أنسر ABC   ندعىي أن ،AB +  AC >  BC . 

 

 [ 20-3] : 22-4-1 الشكل

BA̅̅مد   BD̅̅ لإنشاء ̅̅ = ADبحيث إن   ̅̅  AC [1-3  ئ CD̅̅[، وأنسر ̅̅ . 

▲  فيما يخص ACD :   حسب الإنشاءAD =  AC ،  ،ولذلك∠ACD = ∠ADC [1-5 .]لأن 

 ∠BCD = ∠BCA + ∠ACD   ،∠BCD > (∠ACD = ∠ADC = ∠BDC)  .[ 19- 1حسب  ،]BD >  BC . 

 لاحظ أن

AD̅̅ ̅̅ = AC̅̅̅̅  

BA̅̅ ̅̅ + AD̅̅ ̅̅ = BA̅̅ ̅̅ + AC̅̅̅̅  

BD̅̅ ̅̅ = BA̅̅ ̅̅ + AC̅̅̅̅  

+ BA  ولذلك   AC >  BC ، يثبت ادعاءنا  هذا . 

 : إثبات بديل

ئ  الإثبات ▲أنسر ABC ندعىي أن ،AB +  AC >  BC . 
 
AE̅̅̅̅ عن طريق إنشاء BAC∠ف صّ ن  ،لذلكو [. 9- 1]  

 ∠BEA > ∠EAC  .  تب على ذلك أن BAويير >  BE [1-19  ،وبالمثل .]AC >  ECنستنتج من ذلك أن . 

BA +  AC >  BE +  EC =  BC. 

 يثبت ادعاءنا.  هذا 

 تمارين

ض أن   -1  أن: أثبت -هي أطوال أضلاع أي مثلث.  cو   bو   aافير

|a − b| < c < (a + b) 
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 . الأخرىمن مجموع الأضلاع أصغر ضلع من أي مضلع طول أي أي  -2

.   circumscribed له و أصغر من أي مثلث محيط inscribed بهمُدرج  محيط أي مثلث أكير من محيط أي مثلث  -3

 )انظر أي
ً
 [.( 1-4ا ]تعريف ض

 نفس عدد الأضلاع.  وله  (المضلع المحيط له محيط من)وأقل  مُدرج به محيط أي مضلع أكير من محيط أي مضلع  -4

 الفصل الأخي  للحصول على حل.[  انظر الرباعىي أكير من مجموع قطريه. ] الشكلمحيط  -5

مجموع أطوال المتوسطات الثلاثة للمثلث أقل من   -6
3

2
 المحيط: ]انظر الفصل الأخي  للحصول على حل.[ 
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 مثلثات داخل مثلثات.  . 2󠄀1-1القضية 

ي 
ز
ز من أنشئت مثلث، إذا أي ف ي قطعتي 

 نقطة داخل المثلث، فعندئذٍ: إلى أي قاعدته  نهايتر

ز   طولىي ( مجموع  1) ز القطعتي  . الساأقل من مجموع هاتي  ز  قي 

ي المثلثزاوية أكي  من   تحض هاتان القطعتان( 2󠄀)
ر
 . ساف

ئ   ▲الإثبات أنسر ABC  الذي قاعدتهBC̅̅̅̅  ئ ▲داخل  D، وأنسر ABC  ئ ا، أنسر ً BD̅̅. أخي  ̅̅   ،CD̅̅  : أن . ندعىي ̅̅

1-  BA +  AC >  BD +  DC 

2- ∠BDC > ∠BAC 

 

 [ 21-3: ] 23-4-1 الشكل

+ BA:  1 الادعاء  AC >  BD +  DC . 

BD̅̅مد   ي   AC̅̅̅̅على  تقع  Eحيث  ب BE̅̅̅̅ لإنشاء ̅̅
▲. فز BAE  نجد أن ،BA +  AE >  BE [1 -20نستنتج أن .] 

BA +  AC =  BA +  AE +  EC >  BE +  EC 

ي  
▲وبالمثل، فز DEC نجد أن ،DE +  EC >  DC ، نستنتج من ذلك أن 

BE +  EC =  BD +  DE +  EC >  BD +  DC 

، نحصل على   ز ز المتباينتي  + BAمن هاتي   AC >  BD +  DC ، 1 يثبت الادعاء هذا . 

BDC∠: 2الادعاء  > ∠BAC . 

BDC∠[،  16- 1حسب ] > ∠BEC،وعلى نحو مماثل . BEC > ∠BAE نستنتج أن . 

 ∠BDC > (∠BAE = ∠BAC) ، ويكمل الإثبات.   2هذا يثبت الادعاء 

ز   مد إلى يحتاج  لا   2للادعاء  إثبات بديل BD̅̅الضلعي  DC̅̅ و ̅̅ ̅̅     : 
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 ، إثبات بديل[  21-3: ]24- 4-1الشكل 

ئ  الإثبات ▲أنسر  ABC   و▲  BDC  ا
ً
ئ   ،على النحو الوارد أعلاه. أيض AD̅̅أنسر    . فيما يخصFعند   BC̅̅̅̅ومده ليتقاطع مع  ̅̅

 ▲ BDA   و▲ CDA[ 16- 1. حسب ،]  ∠BDF > ∠BAF  و ∠FDC > ∠FAC : فإن 

(∠BDC) = (∠BDF + ∠FDC) > (∠BAF + ∠FAC) = (∠BAC) 

  . الإثباتهذا يكمل 

 تمارين

 وسه أقل من محيط المثلث. ؤ من أي نقطة داخل المثلث إلى ر  المنشأةمجموع أطوال الأضلاع  -1

 

 [ 2 # ، 21-1: ] 25-4-1 الشكل

ي الأول ينتهي عند  و  AMNDمحدب ال المضلع خطاليقع داخل  ABCD المحدب إذا كان الخط المضلع -2
، أثبت أن نهايتر

 .AMNDأقل من طول   ABCDطول 
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 مثلثات من قطع.   إنشاء . 2󠄀2󠄀-1القضية 

ط أن ثلاث قطع، أطوال أي على التوالىي  ،مثلث تساوي أضلاعه إنشاءمن الممكن  أي زوج من القطع   طولىي  مجموع، بشر

 . أكي  من طول القطعة المتبقية 

ض الإثبات AR̅̅  أن افير ط الفرضيةهم    CT̅̅̅̅و  BS̅̅̅̅و   ̅̅  . أي قطع ينطبق عليها سرر

 

 [ 22-1: ] 26-4-1 الشكل

ئ   = DFحتوي على القطع ي بحيث       DEأنسر  AR   وFG =  BS   وGH =  CT [1-3 .]  ئ الدائرة ي مركزها   F●أنسر
 Fالتر

ئ الدائرة  [. 3مسلمة ،  2-1 الجزء] DF̅̅̅̅ونصف قطرها   ي مركزها  G●أنسر
GH̅̅ونصف قطرها   Gالتر ي    F●مع  G●. تتقاطع ̅̅

فز

K  ئ KF̅̅̅̅ ،KG̅̅. أنسر ▲. ندعىي أن ̅̅ KFG  .هو المثلث المطلوب 

= F ،FK●مركز    هي  Fلأن   FD .لأن  FD =  AR  حسب الإنشاء  ،FK =  AR ا
ً
 حسب الإنشاء،   ،. أيض

 FG =  BS   وKG =  CT  لذلك، فإن الأضلاع الثلاثة للمثلث .▲ KFG ةالثلاثالقطع  ،على التوالىي  ،تساوي  AR̅̅ و  BS̅̅̅̅و   ̅̅

CT̅̅̅̅   ، يثبت ادعاءنا. هذا 

 تمارين

وط المذكورة أعلاه يجب أن تتقاطع تحقق أنه عند  اثبت -1  الدائرتان. الشر

ز يساوي طول القطعة الثالثة، فأثبت أن القطع لن تتقاطع. أي  إذا كان مجموع  -2  قطعتي 
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 إنشاء زوايا متساوية.  . 2󠄀3-1القضية 

 نقطة. عند أي زاوية لأي زاوية مساوية إنشاء من الممكن 

 .Aعند  DEF∠ زاوية تساويإنشاء . ندعىي أنه من الممكن Aونقطة  DEF∠زاوية ي لأ الإثبات

 

 [ 23-1: ] 27-4-1 الشكل

ئ   ئ المثلث  DF̅̅̅̅أنسر ▲، وأنسر BAC  حيث AB =  ED    وAC =  EF  وCB =  FD [1-22 [ حسب .]8-1 ،] 

 ▲ BAC ≅ ▲ DEF   ،  لذلك∠BAC = ∠DEF  . 

 تمارين

ئ  -1 ز فيهأنسر  وزاوية بينهما. ]انظر الفصل الأخي  للحصول على حل.[  المثلث، إذا علمت ضلعي 

ئ  -2 ز  المثلث، إذا علمتأنسر  والضلع بينهما.   فيه زاويتي 

ئ  -3 ز  المثلث، إذا علمتأنسر  والزاوية المقابلة لأحدهما.  فيه ضلعي 

ئ  -4 ي ي او وإحدى ز  تهقاعد المثلث، إذا علمتأنسر
ز  المجموعو القاعدة  تر  . أطوال الأضلاعأو الفرق بي 
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ي مثلث  . 2󠄀4-1القضية 
ز
 . IIIالزوايا والأضلاع ف

ز  ، وكانت الزاويتان المحصورتان ، لأي مثلثي  ي الخر، على التوالىي
ز
ز ف ي مثلث ضلعي 

ز
ز ف ز إذا ساوى ضلعي  ز كل ضلعي  غي   بي 

ز  اخلية  الزاوية الد ذيالزاوية الداخلية الأكي  أطول من الضلع الثالث للمثلث  ذيالضلع الثالث للمثلث   فإن. متساويتي 

 الأصغر. 

ز   الإثبات ئ مثلثي  ▲أنسر ABC  و▲ DEF  حيث AB =  DE   وAC =  DF  و  ∠BAC > ∠EDFندعىي أن . 

 BC >  EF. 

 

 [ 24-1: ] 28-4-1 شكل

ئ  BAG∠بحيث   BC̅̅̅̅على   Gنقطة  الأنسر = ∠EDF  ض أن > AB، افير AC نجد أن    ،[5 #، 19-1]حسب   ؛AG < AC .

AG̅̅  مد  AH̅̅ لإنشاء ̅̅ = AHحيث   ̅̅  DF =  AC [1-3 .] 

ئ   BH̅̅أنسر CH̅̅و  ̅̅ ي ̅̅
، . فز ز ▲المثلثي  BAH    و▲ EDF ، ،حسب الإنشاءAB =  DE  وAH =  DF  و   

∠BAH = ∠EDF[ 4- 1. حسب]  ،▲ BAH ≅ ▲ EDF ،،لذلك  BH =  EF. 

ACH∠لاحظ أن  > ∠BCH، لأن  ∠ACH = ∠BCH + ∠BCA .  لأنAH =  AC الإنشاء، حسب  ▲ ACH  متساوي

  ، ؛ وبالتالىي
ز ACH∠الساقي  = ∠AHC [1 -5نستنتج من ذلك أن .] ∠AHC > ∠BCH . بما أنو، 

 ∠BHC = ∠BHA + ∠AHC ،  ،فإن∠BHC > ∠BCH. 

BC[،  19- 1حسب ] >  BH . لأن BH =  EF فإن   ،حسب ما سبق BC >  EF ،  يثبت ادعاءنا. هذا 

 من 
ً
CH̅̅ إنشاءلقضية دون لهذه ا، يمكن إثبات الجزء الختامي  هذا الإثباتبدلا ̅̅  . 

ئ المثلث  . الإثبات ض الفرضيات وأنسر ز افير ي الإثبات السابق  ي 
CH̅̅إنشاء   أن هذا الاثبات لا يتطلبندعىي  ،كما فز ̅̅ . 

 لاحظ أن 

BG + GH > BH [1 − 20] 

 و 

AG + GC > AC [1 − 20] 

 لذلك 
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(BG + GH) + (AG + GC) > BH + AC 

(BG + GC) + (AG + GH) > BH + AC 

BC + AH > BH + AC 

 

= AH لأن  AC   وBH =  EF  ،فإن حسب الإنشاء 

BC + AC > EF + AC 

BC > EF 

 يثبت ادعاءنا.  هذا 

 

 إثبات بديل: 

ي  الإثبات
▲فز ABC ّف الزاوية، نص  ∠CAH   عن طريق إنشاءAO ⃡       ي

▲. فز CAO   و▲  HAO،  الضلعانCA̅̅̅̅   وAO̅̅ ي  ̅̅
  مثلث  فز

AH̅̅الضلعان  ، على التوالىي يساويان،  AO̅̅و  ̅̅ ي الآخر  ̅̅
= OC،  [4-1. حسب ]تانمتساويالزاويتان المحصورتان و   ،فز  OH .

تب على ذلك أن   + BOويير  OH =  BO +  OC =  BC  لكن .BO +  OH >  BH [1 -20  ،]،ولذلك  BC >  BH .

= BHلأن   EF   ،BC >  EF ،  يثبت ادعاءنا.  هذا 

ي   . ملاحظة
سيلاحظ القارئ الآن أن عدد المراجع الصريحة للتعريفات والموضوعات والنظريات قد تضاءل. هذا أمر طبيعي فز

ها دون المستوى الأمثل للقارئ. مثل هذه الممارسة أمر طبيعي  .الكتابة الرياضية
ّ
ا   ؛مع أن

ً
لأن غي  ذلك من شأنه أن يضع عبئ

 على الكاتب. سيتمتز أحد القراء ل
ً
ي مستحيلً

ت إلى خصائص التباين للجمع والطرح فز ق. قد يتعرض  ابس الإثبات الو أسرر

ء واضح للغاية. ومع ذلك، سيسأل قارئ آخر لماذا  ي
ضت  شخص آخر للإهانة إذا أوقفت الإثبات للاستشهاد بسر

افيرُ

 من إثباتها. لا يوجد كاتب يستطيع اللجمع و التباين ل خصائص 
ً
ي طرح بدلا . أفضل طريقة بالنسبة  المطالب المتناقضةأن يلتر

ك   للقارئ. التحري  للمؤلف هو أن يتجاهل كل ما يراه واضحًا وأن يير

 تمارين

 . ABعلى يسار  ABH∠  الزاويةعن طريق إنشاء القضية  هاثبت هذ -1

BCA∠ اثبت أن  -2 > ∠EFD. 
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ي المثلث    -2󠄀5-1القضية 
ز
 .𝐈𝐕الزوايا والأضلاع ف

ي مثلث، على 
ز
ي  إذا ساوى ضلعان ف

ز
ي أحدهما لا يساوي الضلع الثالث ف

ز
ي آخر، وكان الضلع الثالث ف

ز
، ضلعان ف التوالىي

، سيكون له زاوية داخلية أكي  من المثلث الخر.   الخر، فإن المثلث ذا الضلع الثالث الأكي 

ئ  الإثبات ▲أنسر ABC   و▲ DEF ن  بحيث إAB =  DE   وAC =  DF  وBC >  EF. 

BAC∠أن: ندعىي  > ∠EDF. 

 

 [ 25-1]  : 29-4-1 شكل

 
ً
ض بدل BAC∠  من ذلك أنافير = ∠EDF، لأن  AB =  DE  وAC =  DF [ 4- 1حسب ] .حسب الإنشاء 

 ▲ ABC ≅ ▲ DEF لذلك ، و  BC =  EF الفرضية. هذا يتناقض مع BC >  EF لذلك؛  ،∠BAC ≠ ∠EDF. 

ض  > BAC∠أن افير ∠EDFلأن . AB =  DE   وAC =  DF.  [،24- 1]حسب  EF >  BC الفرضية . هذا يتناقض مع

BC >  EF ولذلك؛  ،∠BAC ≮ EDF. 

≱ BAC∠لأن  ∠EDF   و∠BAC > ∠EDF   يثبت ادعاءنا.  ، هذا 

ئ   . 1-25-1  اللازمة ▲أنسر ABC   و▲ DEF  حيثAB =  DE   وAC =  DF[ 24- 1. حسب ]  [ 25-1و  ،]BC >  EF 

BAC∠فقط إذا كانت   > ∠EDF . 

 . التمارين

 .EFيساوي  طولها  BCبإنشاء قطعة على   باستخدام الإثبات المباسرر القضية  ههذ وضح  -1
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 ضلع وزاويتان داخليتان متساويتان.  ؛تطابق المثلثات . 2󠄀6-1القضية 

ي  
ز
ز ف ز الداخليتي  ، الزاويتي  ي أحدهما، على التوالىي

ز
ي آخر، وساوت الزاويتان الداخليتان ف

ز
ي مثلث ضلع ف

ز
إذا ساوى ضلع ف

ز متطابقان.    الخر، فإن المثلثي 

 ما يُعير عن 
ً
: عادة ز هنتي  ي صورة مير

 هذه القضية فز

ز  نيصلااللذان  ان. إذا كان الضلعزاوية"  -ضلع   -التطابق "زاوية  -1 ز المتساويتي  ز الزاويتي  ،  بي  ز ي كل مثلث متساويي 
فإن   فز

ز متطابقان.   المثلثي 

ز  نان اللذا. إذا كان الضلعضلع" - زاوية  -التطابق "زاوية  -2 ز الزاويتي  ز لا يصل بي  ،  المتساويتي  ز ي كل مثلث متساويي 
فإن   فز

ز متطابقان  . المثلثي 

ي 
. السنثبت هذا القضية فز ز  حالتي 

ئ  الإثبات ▲أنسر ABC   و▲ DEF   حيث∠ABC = ∠DEF  و ∠ACB = ∠EFD ندعىي أنه إذا كان أحد أضلاع . 

 ▲ ABC  ي الطول
ي  لضلع مناظر مساويًا فز

▲فز DEF ،فإن ▲ ABC ≅ ▲ DEF. 

 

 1حالة  [،  26-1: ] 30-4-1 الشكل

 زاوية - ضلع  - زاوية  1الحالة 

ض أن  = BCافير  EF إذا كان .AB ≠  DE ض أن = AB، افير  GE    حيثG هي نقطة على DE̅̅ ̅̅ ط أن   D بشر ≠  G . 

ئ   GFD∠لاحظ أن ، GF̅̅̅̅أنسر > GFD∠إذا  . )0  = = Dفإن ، 0  G ).تناقض ، 

ي  
▲فز ABC   و▲  GEF :AB =  GE، BC =  EF  و ،  ∠ABC = ∠GEF. [ 4- 1حسب]  ،▲ ABC ≅ ▲ GEF،   لذلك

∠ACB = ∠GFE 
ّ
= ACB∠  . بما أن ∠DFE  الفرضية،  حسب∠GFE = ∠DFE و 

 ∠GFE + ∠GFD = ∠DFEبالتالىي   ؛∠GFD = GFD∠ و  0  > = ABتناقض. لذلك، هذا ، 0   DE. 

= AB لأن  DE   وBC =  EF و∠ABC = ∠DEF  ،[ 4-1حسب]  ،▲ ABC ≅ ▲ DEF. 
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 ضلع    -زاوية - زاوية  2󠄀 حالة

ض أن  = ABافير  DE . 

 

 2[، حالة  26-1: ] 31-4-1 الشكل

 

BCإذا   ≠  EF ض أن = EF، افير  BG   حيثG   هي نقطة علىBC̅̅̅̅ ط أن C بشر ≠ G  .   ئ AG̅̅أنسر ي  . ̅̅
▲  فز ABG و 

 ▲ DEF  :AB =  DE   وBG =  EF  و ∠ABG = ∠DEF  .  [ 4-1حسب]  ،▲ ABG ≅ ▲ DEF،  لذلك 

 ∠AGB = ∠DFE .   لأن∠ACB = ∠DFE  الفرضية،حسب  ∠AGB = ∠ACB  أي إن الزاوية الخارجية لـ .▲ ACG 

= BCلذلك  [. 16-1داخلية وغي  المجاورة لها، وتتعارض مع ] الزاوية التساوي   EF . 

= AB لأن  DE   وBC =  EF  و ∠ABC = ∠DEF ،  [ 4- 1حسب ]  ▲ ABC ≅ ▲ DEF . 

ز   .  ، ويكمل الإثباتهذا يثبت كلا الادعائيي 

 تمارين

ي قاعدة المثلث  -1
ز الاثبت أن نهايتر عن أي نقطة على القطعة العمودية من الزاوية الرأسية متساويتا البعد متساوي الساقي 

 على القاعدة. 

.  يُنصفاثبت أنه إذا كان الخط الذي   -2 ز ا، فإن المثلث متساوي الساقي 
ً
 الزاوية الرأسية لمثلث ينصف القاعدة أيض

ط أن يكون ن   جد خط مستقيم، أي  على -3 ز أي  منها على العمودان قطة بشر ا عدد الحلول.  ، خطي 
ً
. اذكر أيض ز  متساويي 

ز إذا كان لأي أنه  أثبت -4 ز  مثلثي  ، وكانت متساوي  ينوتر قائمي  ز الزاوية الحادة لأحدهما تساوي الزاوية الحادة للآخر، فإنهما  ي 

 متطابقان. 

ز ي اثبت أنه إذا كان لأ -5 ز وتر مثلثي  ز وكان  ينقائمي  ي الآخر، فإن يساوي أحد أضلاع أحدهما  متساويي 
متطابقان. هما ضلع فز

 زاوية( للمثلثات القائمة.(-ضلع-)ملاحظة: هذا يثبت الحالة الخاصة لتطابق )ضلع 

ز ومنصف الزاوية الداخلية الثالثة يتقاطعو  -6 ز الخارجيتي   . ن منصفا الزاويتي 

ئ مرورًا بأي نقطة -7 ط أن ، أنسر ز على العمودين عليه من  خط مستقيم بشر ز نقطتي  ز منهجانبي   . متساويان ،مختلفي 

ئ خط مستقيم يتقاطع مع عير أي نقطة -8 ز أي ، أنسر .  ا معهم شكليو خطي  ز ا متساوي الساقي 
ً
 مثلث
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 48- 2󠄀7 ايا الكتاب الأول، القض 1-5

 تعريفات إضافية بخصوص الخطوط المتوازية: 

 متوازية الخطوط ال

ز  -40 ، مستقيم أي خطي  ز ي نفس المستوى ي 
ا، يقال إنهما و   ،فز

ً
مهما   الأشعة أو القطعلم تلتق إذا و . متوازيانلا يلتقيان أبد

ا أنها  خطوط، يُ  مدت لإنشاء
ً
 . متوازيةقال أيض

.   شكلهو   متوازي الأضلاع -41 ز ز متوازيي  ز متقابلي   رباعىي فيه كل ضلعي 

ي تصل هو  القطر  -42
ز أي القطعة التر ز متقابي  ز زاويتي  ي بلتي 

. انظر  شكلأي فز  . 1-5-1 الشكلرباعىي

 

 .ABCDلمربــع  اقطر   هي  AC̅̅̅̅  [: 42-1[ و ]تعريف  41- 1: ]تعريف 1- 5-1 الشكل

 . لها  من قاعدة المثلث إلى الرأس المقابل ةالعمودي القطعةهو   ارتفاع المثلث  -43

 . متقابلان ومتوازيانفقط  انشكل رباعىي فيه ضلعهو  شبه المنحرف -45

 

ي زوايا )انظر الشكل  -46
ز آخرين، يكون بينهم ثمائز ز مستقيمي   (. 2-5-1عندما يتقاطع خط مستقيم مع خطي 

 . 8و 7وكذلك الزاويتان  خارجيتان؛زاويتان  2و 1• الزاويتان 

 . 6و 5. وكذلك الزاويتان زاويتان داخليتان 4و 3• الزاويتان 

 . 5و 3. وكذلك الزاويتان انمتبادلت انزاويت 6و 4• الزاويتان 

 . 7و  4 ،8و  3  ،6و 2الزاويتان . وكذلك زاويتان متناظرتان 5و 1• الزاويتان 

 الخطوط أشعة أو قطع، مع ما يلزم من التبديل والتعديل. بتظل هذه التعريفات صحيحة إذا استبدلنا  
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[ 46- 1: ]تعريف 2- 5-1 الشكل  

  



66 
 

 Iخطوط متوازية  . 2󠄀7-1القضية 

ز آخرين مع إذا تقاطع خط  ز المتبادلة متساوية، فإن الزوايا وكانت خطي   . انمتوازيالخطي 

ض أن   الإثبات = AEF∠بحيث إن      ⃡ CD و      ⃡ AB قاطع مع يت    ⃡ EFافير ∠EFD ندعىي أن . AB ⃡    ∥ CD ⃡     . 

 

 [ 27- 1: ]3- 5-1 الشكل

∦    ⃡ AB إذا كان  CD ⃡    فإن ، AB ⃡      و CD ⃡      يتقاطعان عند النقطةG   حيث يكون طول BG̅̅ ا.  ̅̅
ً
 محدود

تب على ذلك أن  ▲يير EGF   حيث هو مثلث∠AEF  زاوية خارجية و  ∠EFG  [، 16- 1مجاورة. حسب ]غي  زاوية داخلية 

∠AEF > ∠EFD،   لكن∠AEF = ∠EFD  لذلك، هذا تناقض.  الفرضية،حسب AB ⃡    ∥ CD ⃡     . 
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 .|||&||خطوط متوازية    -2󠄀8-1القضية 

ا يتقاطع مع 
ً
ض أن خط ز آخرينافير  . خطي 

ز .  II( خطوط متوازية 1  . نمتوازياإذا كانت الزاوية الخارجية تساوي الزاوية الداخلية المناظرة، فإن الخطي 

ز المجموع  إذا كان. III( الخطوط المتوازية 2󠄀 ز على نفس الزاويتي  ز الجانب داخليتي  ، فإن الخطي  ز ز قائمتي  يساوي زاويتي 

 متوازيان. 

ض أن  الإثبات  .   ⃡ CD و      ⃡ AB تقاطع مع ي    ⃡ EF افير

 

 [ 29-1[ و ] 28- 1: ]4- 5-1 الشكل

= 𝐄𝐆𝐁∠إذا   : 1ادعاء  ∠𝐆𝐇𝐃 ،  فإننا ندعي أن 𝐀𝐁 ⃡    ∥ 𝐂𝐃 ⃡    . 

G  ، ∠AGH يتقاطعان عند     ⃡ AB ⃡       ، EF  لأن = ∠EGB  [1 -15 .] الفرضيةحسب  ،∠AGH = ∠GHD   .  ز بما أن هاتي 

ز متبادلتان، فإن  ∥    ⃡ AB  الزاويتي  CD ⃡    هذا يثبت ادعاءنا. و [، 27- 1]حسب 

+ 𝐁𝐆𝐇∠إذا   : 2󠄀الادعاء  ∠𝐆𝐇𝐃  ندعي ، ز ز قائمتي  ∥    ⃡ 𝐀𝐁 أن يساوي زاويتي  𝐂𝐃 ⃡    . 

 
ّ
AGH∠  [ المجموع13-1]حسب ، زاويتان متجاورتان BGH∠  و  AGH∠  بما أن + ∠BGH   بما . ز ز قائمتي  يساوي زاويتي 

 
ّ
BGH∠  أن = ∠BGH، 

∠BGH + ∠GHD = ∠BGH + ∠AGH 

∠GHD = ∠AGH 

 
ّ
∥    ⃡ AB  ،زاويتان متبادلتان AGH∠  و  GHD∠  بما أن CD ⃡   [ هذا يثبت ادعاءنا ويكمل 27-1حسب ،]الإثبات . 
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 IVخطوط متوازية  -2󠄀9-1القضية 

، فعندئذٍ:  ز ز متوازيي   إذا تقاطع خط مع خطي 

ز ( 1) ز متساويتانكل زاويتي   ،متبادلتي 

 ( الزوايا الخارجية تساوي الزوايا الداخلية المناظرة لها، 2󠄀)

ز على نفس أي  ( مجموع 3) ز داخليتي  . الجانب زاويتي  ز ز قائمتي   يساوي زاويتي 

 

∥    ⃡ AB وكان    ⃡ CD و      ⃡ AB مع      ⃡ EF إذا تقاطع  الإثبات CD ⃡     :فإننا ندعىي أن ، 

(1)  ∠AGH = ∠GHD  ) ∠BGH = ∠GHC، التبديل أو التعديلمع ما يلزم من) 

(2)  ∠EGB = ∠GHD  ( ∠EGA = ∠GHC  ،مع ما يلزم من التبديل أو التعديل ) 

(3)   ∠GHD + ∠HGB  . ز ز قائمتي  AGH∠ )   يساوي زاويتي  + ∠GHC  مع ، ز ز قائمتي  ا زاويتي 
ً
ما يلزم من  يساوي أيض

 التبديل أو التعديل(

AGH∠إذا   : 1الادعاء  ≠ ∠GHD ، ز إحدى فإن ض لذلكأكير من الأخرى. يجب أن تكون  الزاويتي   أن، افير

 ∠AGH > ∠GHD .فإننا نحصل على المتباينة 

∠AGH + ∠BGH > ∠GHD + ∠BGH 

AGH∠  حيث + ∠BGH   ز ز قائمتي   نستنتج من ذلك أن[. 13-1] حسبيساوي مجموع زاويتي 

 ∠GHD + ∠BGH  . ز ز قائمتي  هذا يتعارض يلتقيان على بعد محدود،     ⃡ CD و      ⃡ AB   ،[27-1إثبات ]حسب أقل من زاويتي 

∥    ⃡ AB مع فرضية أن  CD ⃡     ،لذلك . ∠AGH = ∠GHD 1، هذا يثبت الادعاء. 

 

= EGB∠  : لأن2 ادعاء ∠AGH [ و 15-1] حسب  ∠AGH = ∠GHD  فإن ،1حسب الادعاء  ∠EGB = ∠GHD ،

 . 2وهذا يثبت الادعاء 

AGH∠ لأن . 3 الادعاء = ∠GHD  1حسب الادعاء، 

∠AGH + ∠HGB = ∠GHD + ∠HGB 

 
ّ
= AGH∠  بما أن ∠HGB  ، ز GHD∠ فإن يساوي مجموع قائمتي  + ∠HGB  . ز ز قائمتي    3هذا يثبت الادعاء  يساوي زاويتي 

 ويكمل الإثبات.  

 وازية. ت بالخطوط المتتعلق  عبارات مكافئة  . 1-29-1  اللازمة

ز آخرين إذا تقاطع خط مع  ز ، فإن خطي  ز متوازيي   إذا وفقط إذا كان أي من هذه الخصائص الثلاثة:  الخطي 

ز متساويتان(  1) ز متبادلتي   ، كل زاويتي 

 ( الزوايا الخارجية تساوي الزوايا الداخلية المناظرة لها2

ز على نفس 3 ز الداخليتي  . الجانب  ( مجموع الزاويتي  ز ز قائمتي   يساوي زاويتي 
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ي ]بو أشعة قطع ذات أطوال مناسبة أاستبدال يمكن  . 2-29-1اللازمة  
[، مع ما يلزم من التبديل  1، اللازمة 29-1الخطوط فز

 والتعديل. 

 

 [ 29-1[ و ] 28- 1: ]-55-1 الشكل

 تمارين

ي إثباتات هذه 31- 1قد نستخدم ]  ملاحظة
 [. 29-1[ لا يتطلب ]31- 1لأن إثبات ] التمارين [ فز

 [. 27-1[ دون استخدام ]28-1جزأي ] اثبت كلا  -1

ئ  -2 ∥    ⃡ AB بحيث   Dحتوي على النقطة ي  الذي    ⃡ EF و  Cعلى النقطة الذي يحتوي      ⃡ AB  أنسر EF ⃡     ئ CH̅̅ . أنسر ط   CJ̅ و ̅̅ بشر

CH̅̅ و  ACD∠يُنصف   CJ̅ أن  = DHثبت أن . اBCD∠يُنصف   ̅̅  DJ].انظر الفصل الأخي  للحصول على حل[ . 

ئ إذا  -4 ، فإن الجزء المقطوع من ل لأي قاطع Oقاطع آخر خلال نقطة المنتصف   أي أنسر ز ز متوازيي    الآخر القاطعخطي 

ز  ب ز المتوازيي   .Oعند  يُنصف الخطي 

ز خطأي  -5 ز يقطعان قطع عنيمران بنقطة متساوية البعد   ي  ز متوازيي  ز خطي  ز متساوي تي  ز على المتوازي  ي  . ]انظر الفصل  ي 

 الأخي  للحصول على حل.[ 

ئ محيط متوازي الأضلاع  -6 ز من مثلث متساوي الأضلاع من أي نقطة على  المكون أنسر عن طريق إنشاء موازيان لضلعي 

 × الضلع.  2الضلع الثالث. هذا المحيط يساوي 

ز   إذا كان -7 ز متقابلي  ي   كل ضلعي 
ز سداشي   شكلفز ز ومتوازيمتساويي   . تتقاطع، فاثبت أن أقطاره  ي 

،  قطعتان متقاطعتان  وازت  إذا  -8 ،  ، على التوالىي ز ز أخريي  . قطعتي  ز ز متساويتي  ز كل قطعتي  ز بي  ز المحصورتي   فإن الزاويتي 

،     ⃡ AB ⃡       ، ACإذا وازى   )تلميح:  ز عند   G عند      ⃡ DE و     ⃡ AC و إذا تقاطع     ⃡ DF و      ⃡ DE ، على التوالىي  D و  A ، فإن الزاويتي 

 G   [1-29) . ] يساويان الزاوية عند 
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 التعدية للخطوط المتوازية. . 30-1القضية 

بعضهما البعض. مع وازيان  تنفس الخط ملالخطان الموازيان    

ئ الخطوط   . الإثبات ∥    ⃡ AB بحيث      ⃡ EF و     ⃡ CD و      ⃡ AB أنسر EF ⃡    و CD ⃡   ∥ EF ⃡    :ندعىي أن . 

 AB ⃡    ∥ CD ⃡   . 

 

 

 [ 30- 1: ]6- 5-1الشكل 

 

ئ أي خط قاطع  ∥    ⃡ AB  لأن.        ⃡ GHK أنسر EF ⃡    ،∠AGH = ∠GHF  [. لأن1- 29- 1 ]اللازمة   CD ⃡   ∥ EF ⃡     ، 

 ∠GHF = ∠HKD   [. نستنتج من ذلك أن1-29-1]اللازمة ∠AGH = ∠GHF = ∠HKD 
ّ
 . بما أن

 ∠AGH = ∠AGK  و ∠HKD = ∠GKD [ 27- 1. حسب،]  AB ⃡    ∥ CD ⃡     . 

ي ]    ⃡ GK و    ⃡ EF و    ⃡ CD و      ⃡ AB   بـ قطع ذات أطوال مناسبة أو أشعة  يمكن استبدال 1-30-1اللازمة  
مع إجراء   [،30-1فز

 . اللازمةالتعديلات 
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 خط موازي.   إنشاء .31-1القضية 

ي إنشاء خط مواز 
ز
 . ليست على الخط نقطةمرورًا بأي خط  ي لأ  ينرغب ف

ي ليست عليه،  C و أي نقطة       ⃡ AB لأي خط  الإثبات
∥   ⃡ CE بحيث     ⃡ CE   إنشاء الخطنرغب فز AB ⃡      . 

 

 [ 31- 1: ]7- 5-1 الشكل

ئ  23- 1]حسب  ط أن بعد     ⃡ AB على  تليس  Eو   ،    ⃡ AB على  D[، أنسر = CE ⃡   ،  ∠ADC إنشاء بشر ∠DCE.   حسب ]اللازمة

1-29-1]  ،CE ⃡   ∥ AB ⃡    . 

 تمارين

ي قاعد إذا علمت  -1
ئ المثلث. ]راجع الفصل الأخي  للحصول على حل.[تهارتفاع مثلث وزاويتر  ، أنسر

ئ قطعة على  أي من -2 ط  أي نقطة، أنسر ي القياس لزاوية معينة.  أن تكنقطعة بشر
أن هناك   وضحالزاوية الناتجة مساوية فز

 . ز  حلي 

3-  : ز   اثبت صحة الإنشاء التالىي ئ  ،    ⃡ AB   لتثليث خط معي  ▲،      ⃡ AB على  أنسر  ABC  ز عند  ال متساوي الأضلاع. نصف الزاويتي 

ز   ز ب Bو   Aالنقطتي  ئ Dعير .     ⃡ BD و      ⃡ AD الخطي  ز لـ   ، أنسر ندعىي أن  . Fو   Eعند      ⃡ AB اللذين يتقاطعان مع    ⃡ BC و     ⃡ AC موازيي 

E   وF   ي لـ
 .    ⃡ AB هما نقطتا التقسيم الثلائر

ط أن تكون قاعدته على ضلع   ادرج  -4 ي مثلث متساوي الأضلاع بشر
ز مربــع فز  من المثلث. معي 

ئ  عير أي   -5 ، أنسر ز ز متوازيي  ز على خطي  ز النقطتي  ز  قطعتي  ا ن مع شكلاي اللتي 
ً
ز معين ز المتوازيي   . الخطي 

ز   -6 ز أي خطي  ي بي 
ز أن هناك حلان.   . موضع أي فز ئ قطعة ذات أي طول بحيث تكون موازية لأي خط. بي   أنسر
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ي مثلث.  . 32󠄀-1القضية 
ز
 الزوايا الخارجية ومجموع الزوايا ف

 فإن   د ضلع مثلث،إذا مُ 

ز 1) ز الداخليتي  ؛  ( الزاوية الخارجية تساوي مجموع الزاويتي  ز  المقابلتي 

. ( مجموع الزوايا الداخلية الثلاث 2󠄀) ز ز قائمتي   يساوي زاويتي 

ئ  الإثبات ▲ أنسر ABC ،   ئ AD̅̅وأنسر AB̅̅ مد الضلع عن طريق  ̅̅ ̅̅. 

 

 [ 32- 1: ]8- 5-1 الشكل

= CBD∠ : 1الادعاء  ∠BAC + ∠ACB 

ئ  BE̅̅̅̅  أنسر ∥ AC̅̅̅̅ [1 -31 .] بما أن BC̅̅̅̅ يتقاطع مع BE̅̅̅̅  و AC̅̅̅̅فإن ، ∠EBC = ∠ACB [1 -29 . ]بما أن AB̅̅ ̅̅  يتقاطع مع   

BE̅̅̅̅  و AC̅̅̅̅ فإن ، ∠DBE = ∠BAC [1-29 
ّ
CBD∠   ،[. بما أن = ∠EBC + ∠DBE  

∠CBD = ∠ACB + ∠BAC 

+ BAC∠ : 2الادعاء  ∠ACB + ∠ABC =  .زاويتان قائمتان  

ي  طرفلكل  ABC∠بجمع   
 ، نحصل على 1 الادعاءمن المعادلة فز

∠ABC + ∠CBD = ∠ABC + ∠ACB + ∠BAC 

+ ABC∠فإن   [، 13- 1حسب ] ∠CBD  و ، ز ز قائمتي   لذلك،  يساوي زاويتي 

∠BAC + ∠ACB + ∠ABC =  زاويتان قائمتان

هانو   . هذا يكمل الير

، فإن كل زاوية للقاعدة تساوي نصف زاوية قائمة.  . 1-32-1اللازمة   ز  إذا كان المثلث القائم الزاوية متساوي الساقي 

ي مثلث زاويت ساوت  إذا  . 2-32-1اللازمة  
ز زاويتان فز ي آخر  ي 

، فإن على  ،فز ز الزاويت التوالىي ز  المتبقيت ي  ا.  متساويتان ي 
ً
 أيض

، فإن مجموع زواياه يساوي أربــع زوايا قائمة.  شكلأي بما أنه يمكن تقسيم  . 3-32-1اللازمة   ز  رباعىي إلى مثلثي 

سمإذا  . 4-32-1اللازمة  
ُ
n)  أضلاع إلى مثلثات عن طريق رسم أقطار من أي من زواياه، فسنحصل على  nله    شكل ق − 2) 

n)2  مثلثات. لذا، فإن مجموع زواياه يساوي −  . يا قائمةزوا   (2
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 إذا مدت جميع أضلاع أي مضلع محدب، فإن مجموع الزوايا الخارجية يساوي أربــع زوايا قائمة.  . 5-32-1اللازمة  

ي زاوية قائمة.   . 6-32-1اللازمة  
ي مثلث متساوي الأضلاع تساوي ثلتر

 كل زاوية فز

، فهذه الزاوية قائمة.  زوايا إذا كانت إحدى  . 7-32-1اللازمة   ز ز الأخريي   مثلث تساوي مجموع الزاويتي 

ي  . 8-32-1اللازمة    متساوئي
ز ي من الزاوية القائمة إلى   يمكن تقسيم كل مثلث قائم الزاوية إلى مثلثي 

ز بواسطة خط مبتز الساقي 

 الوتر. 

 تمارين

 . ثلاثيًا  زاوية قائمة قسم -1

ز كل زوج متبادل من الأضلاع، فإن   nإذا مدت أضلاع مضلع له  -2 n)2  يساوي )ضلع و ضلع ممتد( مجموع الزوايا بي  −

 زوايا قائمة  (4

. ]انظر   -3 ز إذا كان الخط الذي يقسم زاوية رأسية خارجية لمثلث موازٍ لقاعدة المثلث، فإن المثلث يكون متساوي الساقي 

 الفصل الأخي  للحصول على حل.[

▲إذا كان المثلثان القائمان   -4 ABC  و▲  ABD    على نفس الوتر AB̅̅ ، فإن زوج الزوايا الواقفة Dو  C انالرأسوصلت وإذا   ̅̅

 مقابل أي ضلع من الشكل الرباعىي الناتج متساويتان. 

للمثلث:   المركز العمودي أو ملتقر الارتفاعات. ملحوظة: نحن نثبت وجود تتقاطعاثبت أن الارتفاعات الثلاثة للمثلث   -5

ي تتقاطع فيها الارتفاعات الثلاثة، 
ي  وإحدى النقطة التر

ر
ي المثلث. ]انظر الفصل الأخي  للحصول على حل.[  نقاط التلاف
 فز

ي منصفات الزوايا المتجاورة  -6
 . ]انظر الفصل الأخي  للحصول على حل.[ البعض بعضهاضلاع تتعامد مع الأ متوازي فز

7-  
ُ
 شكل منصفات الزوايا الخارجية لت

ً
ز  محيطيًا  رباعيًا  لشكل الرباعىي شكلً ز فيه يساوي زاويتي  ز متقابلتي  ، مجموع كل زاويتي 

 . ز  قائمتي 

ز متساويا الزوايا. )قد   -8   تؤجلإذا كانت الأضلاع الثلاثة لمثلث ما متعامدة على التوالىي مع أضلاع مثلث آخر، فإن المثلثي 

 (. 1حتر نهاية الفصل   المسألةهذه 

ئ  -9  ومجموع أو فرق الأضلاع.  الزاوية، إذا علمت الوتر قائم المثلث الأنسر

ي لزاوية القاعدة الأخرى تساوي نصف   -11 ز المنصف الداخلىي لزاوية قاعدة لمثلث والمنصف الخارجر الزاوية المحصورة بي 

 الزاوية الرأسية. 

ي   -12
ي ت DBC∠  الزاويةاثبت أن  [، 18- 1] إنشاءفز

ز زاويتر  عدة. القا ساوي نصف الفرق بي 

,Aإذا كانت    -13 B, C تشي  إلى زوايا مثلث، فاثبت أن   
1

2
(A + B)  و 

1

2
(B + C)  و  

1

2
(A + C)  المكون زوايا المثلث هي  

ز هذا الضلع ضلع من أي ز بي  ز الخارجيتي  ي الزاويتي 
ز الآخرين.   ومنصفز  وامتداد الضلعي 

 [. 1-32-1اثبت ]اللازمة.  -14

 [. 2-32-1اثبت ]اللازمة.  -15

 [. 3-32-1]اللازمة. اثبت  -16

 . [4-32-1اثبت ]اللازمة.  -17
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 [. 5-32-1اثبت ]اللازمة.  -18

 [. 6-32-1اثبت ]اللازمة.  -19

 [. 7-32-1. اثبت ]اللازمة. 20

 [. 8-32-1اثبت ]اللازمة.  -21

  



75 
 

 قطع متوازية.   . 33-1القضية 

ز القطعتان  ز النهايالواصلتي  ز بي  ز المتجاور  تي  ز  تي  ز ومتوازيتي  ز متساويتي  ز متوازيت يكونانلقطعتي  ز ومتساويت ي  ي الطول.  ي 
ز
 ف

AB̅̅ ض أن ير اف الإثبات ̅̅ ∥ CD̅̅ = ABو ̅̅  CD . ئ = AC. ندعىي أن ABDC الشكل أنسر  BD  و  AC̅̅̅̅ ∥ BD̅̅ ̅̅ . 

 

 [ 34-1[ و ] 33- 1: ]9- 5-1الشكل 

ئ  AB̅̅  . لأنBC̅̅̅̅ أنسر ̅̅ ∥ CD̅̅ = ABC∠  ،معهما يتقاطع  BC̅̅̅̅ الفرضية و حسب ̅̅ ∠DCB  [. 1- 29-1]اللازمة 

▲  فيما يخص ABC   و▲ DCB :AB =  DCكي ن، والمثلثا ي  انشير
= ABC∠   ، وBC̅̅̅̅ فز ∠DCB[ 4- 1. حسب]  ، 

▲ ABC ≅ ▲ DCB. 

تب على ذلك أن  = ACيير  BD  و  ∠ACB = ∠CBD   [1- 29- 1. حسب ]اللازمة  ، ∠ACB = ∠CBD  ي
أن    ذلك تقتصىز

AC̅̅̅̅ ∥ BD̅̅  الإثبات.  هذا يُكمل ، ̅̅

 [ صحيحة للخطوط المستقيمة والأشعة، مع ما يلزم من التبديل والتعديل. 33-1] . 1-33-1  اللازمة

 [. 39-1متوازي أضلاع ]تعريف   ABDC  الشكل  . 2-33-1  اللازمة

 تمارين

AB̅̅ أثبت أنه إذا القطعتان  -1 ز  BC̅̅̅̅ و  ̅̅ ز ومتوازيتي  DE̅̅ مع  ، على التوالىي  ، متساويتي  ̅̅   ، EF̅̅̅̅ فإن ، AC̅̅̅̅   ي تصل
ي التر

لزوج  ا نهايتر

ي الطول مع القطعة الأول 
ي تصل  DF̅̅̅̅ تكون متساوية فز

ي االتر
. ]انظر الفصل الأخي  للحصول على حل.[ نهايتر  لزوج الأخي 
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 الأضلاع والزوايا المتقابلة لمتوازيات الأضلاع.  .34-1القضية 

ز متساويتان  ز متقابلتي  ي متوازي الأضلاع، متساويان وكل زاويتي 
ز
، ف ز ز متقابلي  ا كل ضلعي 

ً
وكل قطر ينصف متوازي  أيض

 الأضلاع. 

ئ  الإثبات  . ندعىي أن: ABCD الشكلأنسر

(1 )AB =  CD   وAC =  BD؛ 

(2 ) ∠CAB = ∠CDB  . 

(3)  ∠ACD − ∠ABD  

AD̅̅ أو  BC̅̅̅̅  ) ينقطر من ال( أي 4)  ( ينصف متوازي الأضلاع. ̅̅

ئ  ي   . BC̅̅̅̅ أنسر
▲فز ABC   و▲ DBCلأن :   AB̅̅ ̅̅ ∥ CD̅̅ BC̅̅̅̅  حسب الإنشاء و ̅̅ = ABC∠  يتقاطع معهم،  ∠DCB  و 

∠ACB = ∠CBD [1 -29 
ً
▲ا،  [. أيض ABC و ▲ DBC الضلع  انيشارك BC̅̅̅̅[ 26-1. حسب ،] 

 ▲ ABC ≅ ▲ DCB : ولذلك  AB =  CD  وAC =  BD ( و 1الادعاء )  ∠CAB = ∠CDB (2 الادعاء .) 

ACD∠ ، الآن = ∠ACB + ∠DCB  و  ∠ABD = ∠CBD + ∠ABC .  
ّ
= ACB∠  بما أن ∠CBD و 

 ∠DCB = ∠ABC  [، نحصل على1- 29- 1حسب ]اللازمة 

   ∠ACD = ∠ACB + ∠DCB 

                = ∠CBD + ∠ABC 

= ∠ABD 

 (. 3 الادعاء)

▲ =  الشكل ABCD لأن ABC ⊕ DEF   و▲  ABC ≅ ▲ DCB  ،▲ ABC = ▲ DBC تب على ذلك أن  . يير

 BC̅̅̅̅ ُالشكل نصفي ABCD . أنشئنا  إذا  ،مع ما يلزم من التبديل والتعديليمكن إثبات الحالة المتبقية بنفس الطريقةAD̅̅ ̅̅  

 من 
ً
 (. 4الادعاء ) BC̅̅̅̅ بدلا

= الشكل ABDC.  1-34-1  اللازمة  2 · ▲ ACB =  2 · ▲ BCD 

 إذا كانت إحدى زوايا متوازي الأضلاع زاوية قائمة، فإن كل زاوية من زواياها قائمة.  . 2-34-1  اللازمة

.  . 3-34-1  اللازمة ز ي أنه معي 
ي متوازي الأضلاع، فهذا يعتز

 إذا تساوي ضلعان متجاوران فز

ي أنه متوازي أضلاع.  . 4-34-1  اللازمة
ي الطول، فهذا يعتز

ز فز ي الشكل الرباعىي متساويي 
ز فز ز متقابلي   إذا كان كل ضلعي 

ي أنه متوازي أضلاع.  . 5-34-1  اللازمة
، فهذا يعتز ز ي الشكل الرباعىي متساويتي 

ز فز ز متقابلتي   إذا كان كل زاويتي 
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،  . 6-34-1  اللازمة ي شكل رباعىي
 هذا الشكل متوازي أضلاع. إن فإذا نصف القطران كل منهما الآخر فز

، فإن الشكل متوازي أضلاع.  . 7-34-1  اللازمة  إذا نصف القطران الشكل الرباعىي

ي متوازي أضلاع، فإن   إذا  . 8-34-1  اللازمة
 . المتوازيالقطرين ينصفان زوايا تساوت الأضلاع المتجاورة فز

ي متوازي الأضلاع، فإن قطريه يتقاطعان  . 9-34-1  اللازمة
 . عموديًا إذا تساوت الأضلاع المتجاورة فز

ي  . 10-34-1  اللازمة
ي الطول. أي فز

 متوازي أضلاع قائم، القطران متساويان فز

.  . 11-34-1  اللازمة ز  إذا كان قطري متوازي الأضلاع متعامدين، فإن متوازي الأضلاع معي 

ز وازي الأضلاع إذا نصف قطر مت . 12-34-1  اللازمة ز ر  الزاويتي  ي يصل بي 
ز ا، فإن متوازي مهيسأالتر  . الأضلاع معي 

 تمارين

 اثبت أن قطري متوازي الأضلاع ينصفان بعضهما البعض. ]انظر الفصل الأخي  للحصول على حل.[ -1

  حل.[]انظر الفصل الأخي  للحصول على إذا تساوى قطرا متوازي الأضلاع، فإن كل زاوية من زواياه قائمة.  -2

ي القطعتان  -3
ز  الواصلتان  ستلتفر ز  بي  ز متجاورتي  ز عند مدهكل نهايتي  ز غي  متساويتي  ز متوازيتي  جانب القطعة ا على ملقطعتي 

 . المتوازية الأصغر 

ي شكل  -4
،   ،رباعىي إذا توازى ضلعان متقابلان فز ز ز ولكن غي  متوازيي  ي الطول وكان الآخران متساويي 

ز فز ولكنهما غي  متساويي 

ز لبعضهما البعض كلفإن   ز مكملتي  ز متقابلتي   . زاويتي 

ئ  -5  نقاط منتصف أضلاعه الثلاثة. إذا علمت مثلث الأنسر

 [. 1- 34- 1اثبت ]اللازمة.  -6

 [. 2- 34- 1اثبت ]اللازمة.  -7

 [. 3- 34- 1]اللازمة.  اثبت -8

 . [4- 34- 1اثبت ]اللازمة.  -9

 [. 5-34-1اثبت ]اللازمة.  -10

 [. 6-34-1اثبت ]اللازمة.  -11

 [. 7-34-1اثبت ]اللازمة.  -12
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 [. 8-34-1اثبت ]اللازمة.  -13

 [. 9-34-1اثبت ]اللازمة.  -14

 [. 10-34-1اثبت ]اللازمة.  -15

 [. 11-34-1اثبت ]اللازمة.  -16

 [. 12-34-1اثبت ]اللازمة.  -17
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 .Iمساحات متوازيات الأضلاع  . 35-1القضية 

ز نفس  ز متوازيات الأضلاع على نفس القاعدة وبي  ي المساحة.  المتوازيي 
ز
 متساوية ف

 سنثبت ثلاث حالات.  الإثبات

 

 1[، حالة  35-1: ]10- 5-1 الشكل

ئ 1الحالة  ز  : أنسر ز المتوازيان  BC̅̅̅̅  على القاعدة  FDBCو ABCD   الشكلي  ك  يحيث  BC̅̅̅̅ و AF̅̅̅̅ وبي  ي   FDBCو  ABCDشير
فز

= ABCD. ندعىي أن Dالقاعدة والرأس عند    FDBC . 

= ADCB  [،  1- 34- 1حسب ]اللازمة   2 · ▲ BCD =  FDBC  ، 1يثبت الحالة  هذا . 

 

 

 2[، حالة  35-1: ]11- 5-1الشكل 

ئ 2󠄀الحالة  ز المتوازي  BC̅̅̅̅على القاعدة  EFCBو   ABCD  : أنسر ز وبي  ك  يحيث  BC̅̅̅̅  و  AF̅̅̅̅    ي  ي القاعدة  EFCBو  ABCDشير
فز

ED̅̅ و  = ABCD . ندعىي أن ̅̅  EFCB. 

= ADمتوازي أضلاع،   ABCD لأن   BC [1 -34] ؛ لأن BCEF  ،متوازي أضلاعEF =  BC  وبالتالىي ،AD =  EF .

 أن لاحظ 

AD − ED = EF − ED 

AE = DF 
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▲  فيما يخص BAE   و▲ CDF :AE =  DF   وBA =  CD [1-34 ]  و  ∠BAE = ∠CDF  [.  1، اللازمة. 29-1]حسب

▲،  [4- 1]حسب  BAE ≅ ▲ CDF أن   . لاحظ 

AFCB = EFCB +▲ BAE 

= ABCD +▲ CDF 

▲ لأن BAE = ▲ CDF  ،ABCD =  EFCB ، 2حالة هذا يثبت . 

 

 3[، حالة  35-1: ]12- 5-1الشكل 

ئ 3الحالة  ز المتوازي BC̅̅̅̅ على القاعدة  FDBCو   ABCD  : أنسر ز وبي  ك  يحيث  BC̅̅̅̅  و  AF̅̅̅̅   ي  ي   EFCBو   ABCDشير
فز

= ABCD  ليس رأسًا. ندعىي أن  Gحيث   Gالقاعدة والنقطة   EFCB . 

= ADلاحظ أن   BC =  EFلأن .  AD +  DE =  AE  وDE +  EF =  DF   وAD =  EF ،فإن 

 AE =  DF. 

▲  فيما يخص BAE   و▲ CDF :BA =  CD، AE =  DF و ،  ∠BAE = ∠CDF [4- 1[. حسب ]29- 1] حسب  ،▲

BAE ≅ ▲ CDF  تب على ذلك أنو  : يير

▲ BAE =▲ CDF 

▲ BAE −▲ DEG =▲ CDF −▲ DEG 

ADGB = CGEF 

ADGB +▲ BGC = CGEF +▲ BGC 

هان   3هذا يثبت حالة   ويكمل الير
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 .IIمساحات متوازيات الأضلاع  . 36-1القضية 

ز متساوية و القواعد المتوازيات الأضلاع على  ز نفس المتوازي  بي  ي المساحة.  ان متساوي ي 
ز
 ف

ئ  الإثبات ز   EHGF▰ و  ADCB▰ أنسر ∥    ⃡ AH بي  BG ⃡     ز BC̅̅̅̅ بحيث إن   FG̅̅̅̅ و  BC̅̅̅̅ على القاعدتي  = FG̅̅̅̅  ندعىي أن . 

▰ADCB = ▰EHGF  . 

 

 [ 36-1: ]13- 5-1الشكل 

ئ  CH̅̅ و  BE̅̅̅̅ أنسر = FGمتوازي أضلاع،  EHGF . لأن ̅̅  EH [1-34]لأن .  BC =  FG  الفرضية، حسب 

 BC =  EH .و  عند معرفة هذه المعادلة BC̅̅̅̅ ∥ EH̅̅ = BE[  33- 1، حسب ]̅̅  CH  و BE̅̅̅̅ ∥ CH̅̅ تب على ذلك أن  ̅̅ . يير

EHCB  .متوازي أضلاع 

= EHCB ▰[،  35- 1حسب ] ▰ EHGF  و▰ EHCB = ▰ ADCB . ،لذلك  ▰ADCB = ▰ EHGF   ،  وهذا

 . الإثباتكمل يُ 
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 . Iمثلثات لها مساحات متساوية  . 37-1القضية 

ز نفس المتوازيا ي تقف على نفس القاعدة وبي 
ي المساحة.  نالمثلثات التر

ز
 متساوية ف

ئ  الإثبات ▲ أنسر ABC   و▲  DBC  على القاعدة  BC̅̅̅̅  ط أن كل مثلث ز بشر ز المتوازيي   ندعىي أن .    ⃡ BC و      ⃡ AD يقف بي 

 ▲ ABC = ▲ DBC. 

 

 [ 37-1: ]14- 5-1الشكل 

ئ  ∥   ⃡ BE  أنسر AC ⃡     و CF ⃡   ∥ BD ⃡    تب على ذلك أن ز  . يير = AEBC[،  35- 1أضلاع. حسب ] زيا متوا DBCFو   AEBC  الشكلي 

 DBCF. 

أن   لاحظ 
1

2
▲ ABC = ▰AEBC  لأن القطرAB  ُنصف  يAEBC [1-34 ،# 1 .] وبالمثل  

1

2
▲ DBC = ▰DBCF   ،

 لذلك و 

1

2
▲ ABC =

1

2
▲ DBC 

▲ ABC =▲ DBC 

 تمارين

ز مثلث وقف أي إذا كان  -1 ز متساوي ي  ي المساحة على نفس ي 
ز ولكن على  ،القاعدة فز ز من القاعدة، فإن جانبي  القاعدة  مختلفي 

ز رأسيهما. ]انظر الفصل الأخي  للحصول على حل.[ أو امتدادها تنصف  ي تصل بي 
 القطعة التر

ي المساحة لأ -2
ا مساويًا فز

ً
ئ مثلث . ي أنسر  شكل رباعىي

ا مساويًا   -3
ً
ئ مثلث ي الأنسر

 مضلع. لأي مساحة فز

ز مساوي   -4 ئ معي  ي ال أنسر
 . تكون قاعدته أحد أضلاع متوازي الأضلاعيث بح متوازي أضلاع لأي مساحة فز
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 .IIمثلثات لها مساحات متساوية  . 38-1القضية 

ي المساحة. 
ز
ز نفس المتوازيان متساوية ف ي تقف على قواعد متساوية وبي 

 المثلثات التر

ئ  الإثبات ▲أنسر ABC   و▲ DEF   ز ط أن      ⃡ AD و     ⃡ BF  بي  ∥   ⃡ BF بشر AD ⃡       وBC =  EF ندعىي أن . 

 ▲ ABC = ▲ DEF. 

 

 [ 38-1: ] 15-5-1 شكل

ئ  31- 1حسب ] BG̅̅ [، أنسر ط أن      ⃡ AD هي نقطة على   Gحيث   ̅̅ BG̅̅ بشر ̅̅ ∥ AC̅̅̅̅  ئ   ،على نحو مماثل؛ FH̅̅ أنسر هي   Hحيث   ̅̅

ط     ⃡ AD نقطة على  FH̅̅ أن  بشر ̅̅ ∥ DE̅̅ تب على ذلك أن  ̅̅ = BC متوازيا أضلاع. لأن DHFEو  GACB. يير  EF[ 1، حسب -

36  ]GACB =  DHFE. 

AB̅̅  لأن ▲،  [34- 1حسب ] DHFE  يُنصف DF̅̅̅̅ و GACB  يُنصف ̅̅ ABC = ▲ DEF ، يكمل الإثبات.  هذا 

 تمارين

ي مثلث ينصف المثلث. ]انظر الفصل الأخي  للحصول على حل.[   -1
 كل متوسط فز

ي مثلث ضلع ساوىإذا  -2
ز ضلعان فز ي آخر ي 

الزوايا الداخلية مكملة لبعضها البعض، فإن مساحتهما   كانتو  ،على التوالىي  ، فز

 . تانمتساوي

سمتإذا  -3
ُ
قاعدة مثلث إلى أي عدد من القطع المتساوية، فإن القطع من الرأس إلى نقاط القسمة تقسم المثلث إلى    ق

 العديد من الأجزاء المتساوية. 

ز سأ قطر متوازي الأضلاع والقطع من أي نقطة على القطر إلى الر  -4 ي لا يمر خلاله  ي 
تقسم متوازي الأضلاع إلى أربــع    ،ا مالتر

 ساوية. مثلثات مت 

ا. ]انظر الفصل الأخي  للحصول على   -5
ً
قطر الشكل الرباعىي ينصف القطر الآخر إذا وفقط إذا كان ينصف الشكل الرباعىي أيض

 حل.[

▲إذا كان   -6 ABC  و▲  ABD على القاعدة  انيقف  AB̅̅ ز نفس المتوازيان، وإذا التفر الموازي  ̅̅ AB̅̅  لـوبي  ز  ̅̅   AC̅̅̅̅ مع الضلعي 

ز   BC̅̅̅̅ و  ي  Fو   Eعند النقطتي 
ز  ويلتفر AD̅̅ الضلعي  BD̅̅ و  ̅̅ ز   ̅̅ = EF  فإن، G ،Hعند النقطتي   GH. 

ز نفس المتوازيان، فإن الجزء المقطوع   -7  من المثلثات على نفس القاعدة مثلثات على قواعد متساوية وبي 
ً
إذا كان لدينا بدلا

ي الطول.  واعد بواسطة أضلاع المثلثات على أي موازٍ للق
 تكون متساوية فز
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ي منتصف  وُصلت إذا  -8
ي  نقطتر

ز من مثلث، فإن مساحة المثلث المكون من نصفز ز  أي ضلعي  له مساحة تساوي ربــع  الضلعي 

 الكل. 

ي قاعدة أي المثلث الذي رؤوسه نقاط منتصف  -9
ز وأي نقطة فز مثلث آخر له مساحة تساوي ربــع مساحة ذلك  أي ضلعي 

 المثلث. 

10-   
 
ي أحد الأضلاع.  منشئةث بقطعة مثلأي ف صّ ن

 من نقطة معينة فز

 نقطة بداخله. أي من منشئة مثلث ثلاثيًا بثلاث قطع  قسم أي  -11

 اثبت أن أي قطعة تمر خلال تقاطع قطري متوازي الأضلاع تنصف متوازي الأضلاع.  -12

ي حرف بالمثلث المكون من توصيل نقطة المنتصف لأحد الأضلاع غي  المتوازية للشبه المن  -13
ي شبه  ا  نهايتر

لضلع المقابل فز

 نصف مساحة شبه المنحرف.   يساويالمنحرف 
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 .IIIمثلثات لها مساحات متساوية  . 39-1القضية 

ي تقف على نفس القاعدة وعلى نفس ال
ز نفس   جانب المثلثات متساوية المساحة التر ا بي 

ً
من القاعدة تقف أيض

ز المتوازي  . ي 

ض أن   الإثبات ▲افير BAC   و▲ BDC  ،يقفان على نفس القاعدة  BC̅̅̅̅ ، من  الجانب على نفس  و BC̅̅̅̅وأن ، 

 ▲ BAC = ▲ BDC  ؛ ندعىي أن▲ BAC  و▲ BDC ز  ناقفي AD̅̅   بي  ̅̅ ∥ BC̅̅̅̅ . 

 

 [ 39-1: ]16- 5-1الشكل 

ئ  AD̅̅ أنسر ز . من الواضح أن المثلث ̅̅ ز  انقفي   ي  AD̅̅ بي  AD̅̅ . نحتاج فقط إلى إثبات أن BC̅̅̅̅ و  ̅̅ ̅̅ ∥ BC̅̅̅̅. 

ض AD̅̅  أن لنفير ̅̅ ∦ BC̅̅̅̅  وأن AE̅̅̅̅ ∥ BC̅̅̅̅   حيثE  هي نقطة على BD̅̅ ئ  Dغي   ̅̅ ▲. لاحظ أن EC̅̅̅̅ ؛ أنسر EDC > ▲)إذا   0 

EDC = = E فإن، 0   D ، تناقض(. هذا 

ز لأن المثلث  ▲  ي  BEC  ،▲ BAC على نفس القاعدة  انقفي BC̅̅̅̅  ز ز المتوازينفس   وبي   (، نجد أنAE̅̅̅̅ و  BC̅̅̅̅) ي 

 ▲ BEC = ▲ BAC [1-37 .]الفرضية،   حسب▲ BAC = ▲ BDC  ،لذلك .▲ BDC = ▲ BEC [1-1 موضوعة  .]

▲لكن    BDC = ▲ BEC + ▲ EDC لذلك، و  ▲ EDC = ▲و   0  EDC > تناقض مشابه إذا وضعنا   يحدث. 0 

ي أي مكان بخلاف   Eالحرف  
 .Dفز

تب على ذلك AD̅̅  أن يير ̅̅ ∥ BC̅̅̅̅ ،  الإثباتيكمل  هذا  . 
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 IVمساحات متساوية . مثلثات لها 40-1قضية 

ي تقف على قواعد متساوية وعلى نفس 
ز نفس  ،من قواعدها   الجانبالمثلثات المتساوية المساحة التر تقف بي 

 المتوازيان. 

ئ   ▲الإثبات أنسر ABC   و▲ DEF  على BF̅̅̅̅    ط أن = BCبشر  EF و CE > ▲  و  0  ABC = ▲ DEF  على   كل مثلثو

ئ القاعدةمن الجانب نفس  AD̅̅ .  أنسر ▲من الواضح أن  . ̅̅ ABC   و▲ DEF  ز AD̅̅  يقفان بي  AD̅̅ ؛ ندعىي أن  BF̅̅̅̅ و  ̅̅ ̅̅ ∥ BF̅̅̅̅. 

 

 [ 40-1: ] 17-5-1شكل 

 

AD̅̅ إذا كان  ̅̅ ∦ BF̅̅̅̅ ئ AG̅̅ ، أنسر DE̅̅ هي نقطة على  G)حيث   ̅̅ ط أن  ̅̅ AG̅̅ ( بشر ̅̅ ∥ BF̅̅̅̅ . ئ ا  أنسر
ً
 . لاحظ أنFG̅̅̅̅ أيض

 ▲ DFG >  0. 

ز   فيما يخص ▲المثلثي  GEF   و▲  ABC ز ز ): إنهما يقفان على قاعدتي  ز )BC̅̅̅̅،EF̅̅̅̅ متساويتي  ز نفس المتوازيي   ، BF̅̅̅̅ ( وبي 

AG̅̅ ▲[،  38-1(. حسب ]̅̅ GEF = ▲ ABC. 

▲لكن   DEF = ▲ ABC  لذلك الفرضية، و حسب  ▲ DEF = ▲ GEFلأن . ▲ DEF = ▲ GEF + ▲ DGF  ،▲

DGF = ▲و   0  DFG > ي أي مكان بخلاف   G. ينتج تناقض مشابه إذا وضعنا  0 
 .Dفز

تب على ذلك AD̅̅  أن يير ̅̅ ∥ BF̅̅̅̅،   الإثباتيكمل  هذا  . 

 تمارين

متساوية المساحة. ]انظر الفصل الأخي  للحصول على  تكون  ،اثبت أن المثلثات ذات القواعد والارتفاعات المتساوية -1

 حل.[

ي  -2
ي منتصف ضلعي مثلث   القطعة التر

ز نقطتر ي القاعدة إلى تكون تصل بي 
ز من نهايتر موازية للقاعدة، وكل من المتوسطي 

ي المنتصف 
ي المثلث لذلكينصف المثلث. و نقطتر

ز اللذين قاعدتهما الضلع الثالث فز ي ، فإن المثلثي 
التنصيف   ورأسيهما نقطتر

ي المساحة. ]انظر الفصل الأخي  للحصول على حل.[ 
 متساويان فز

 الموازي لأي ضلع من أضلاع المثلث عير نقطة المنتصف لآخر ينصف الثالث.  -3

ز نقاط المنتصف  -4 ي تصل بي 
مثلثات متطابقة. ]انظر الفصل الأخي    أربــع لأضلاع المثلث تقسم المثلث إلى القطع التر

 للحصول على حل.[
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ي المنتصف   -5
ز نقطتر ي تصل بي 

ي الطول نصف الضلع الثالث. لالقطعة التر
 ضلعي مثلث تساوي فز

تيب، هي رؤوس متوازي أضلاع مساح  -6 ته تساوي نصف  نقاط المنتصف للأضلاع الأربعة للشكل الرباعىي المحدب، بالير

 .  مساحة الشكل الرباعىي

ي   -7
ز لشبه المنحرف هو ضعف طول القطعة التر ز المتوازيي  . تمجموع الضلعي  ز ز المتبقيي  ي المنتصف للضلعي 

ز نقطتر  ربط بي 

ي المنتصف  -8
ز نقطتر ي تصل بي 

ز ضلعي مثلث وأي لإن متوازي الأضلاع المكون من القطعة التر ز متوازيتي  نفس   عير قطعتي 

ز النق  يساوي نصف مساحة المثلث.  ، قابلة الضلع الثالثلم  طتي 

ي تصل  -9
ي القطعة التر

ز منتصف نقطتر ز متقابلي  ي تصل ي لأضلعي 
ي شكل رباعىي والقطعة التر

قطريه  منتصف  نقطتر

 يتقاطعان. 
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 متوازيات الأضلاع والمثلثات.  . 41-1قضية 

ز نفس المتوازي وقفإذا  ز متوازي أضلاع ومثلث على نفس القاعدة وبي   مساحة المثلث.   الأضلاع ضعف، فإن متوازي ي 

ئ  الإثبات ▲و   ABCD▰أنسر EBC  على القاعدة BC̅̅̅̅  ز AE̅̅̅̅ وبي  ∥ BC̅̅̅̅ ندعىي أن .▰ABCD =  2 · ▲ EBC. 

 

 [ 41-1: ] 18-5-1شكل 

ئ  DE̅̅ و  AC̅̅̅̅  أنسر = ABCD▰،  [34- 1. حسب ]̅̅  2 · ▲ ABC [ 37-1؛ حسب  ،]▲ ABC = ▲ EBC  ،لذلك .

▰ABCD =  2 · ▲ EBCالإثباتيكمل   ذا ، ه  . 

إذا كان لمثلث ومتوازي أضلاع ارتفاعات متساوية وإذا كانت قاعدة المثلث ضعف قاعدة متوازي الأضلاع،   . 1-41-1  اللازمة

 هما متساويتان. يفإن مساحت

ز  . 2-41-1  اللازمة ض أن لدينا مثلثي 
ك هو أي  هما ضلعان متقابلان لمتوازي أضلاع يقاعدتبحيث إن   لنفير ورأسهما المشير

ز  ز هذين الضلعي  ي ، فإن  . نقطة بي 
ز يساوي نصف مساحة متوازي الأضلاع.  مجموع مساحتر  هذين المثلثي 
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 . Iمتوازيات الأضلاع  إنشاء . 42󠄀-1قضية 

 يحتوي على الزاوية. و مثلث وزاوية حادة، من الممكن إنشاء متوازي أضلاع يساوي مساحة المثلث لأي 

ئ  الإثبات ▲أنسر ABC  و  ∠RDS ي
ط أن    FGBE▰   إنشاء. نرغب فز ▲ = FGBE▰بشر ABC  و  ▰FGBE   يحتوي على

 .RDS∠ـ  زاوية مساوية ل

 

 [ 42-1: ] 19-5-1شكل 

AB̅̅   نصف ئ  E عند  ̅̅ ئ EC̅̅̅̅ ، وأنسر = BEF∠ . أنسر ∠RDS  [1-23  و ] CG̅̅̅̅ ∥ AB̅̅ BG̅̅  و  ̅̅ ̅̅ ∥ EF̅̅̅̅ [1-31 .] 

AE لأن  = EB  الإنشاء، حسب▲ AEC = ▲ EBC  [ لذلك،  38-1حسب .]▲ ABC =  2 · ▲ EBC[ 1. حسب -

41  ،]▰FGBE =  2 · ▲ EBC  ،لذلك .▰FGBE = ▲ ABC. 

= BEF∠حيث   BEF∠  على يحتوي  FGBE▰ لأن ∠RDS ، الإثبات  هذا يكمل 
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 متممات متوازيات الأضلاع.  . 43-1قضية 

ي أحد قطري متوازي الأضلاع تقسم متوازي الأضلاع إلى  
ز
ز عي  أي نقطة ف ز الموازيتي  متوازيات أضلاع  أرب  عالقطعتي 

ي   لمتوازبي
ز هما القطر متممي  ز اللذين لا يمر عي  طلق على المتوازيي 

ُ
  ان متساوي  نالمتمما انالأضلاع الخرين، وهذ أصغر: ي

ي المساحة. 
ز
 ف

ئ  . الإثبات ض أن  . AC̅̅̅̅  والقطر  ABCD ▰  أنسر ئ C  و  Aباستثناء   AC̅̅̅̅ أي نقطة على   Kلنفير GH̅̅ . أنسر   K عير  EF̅̅̅̅ و  ̅̅

GH̅̅  بحيث ̅̅ ∥ CD̅̅ EF̅̅̅̅ و  ̅̅ ∥ AD̅̅  EBGK  ،▰HKFD▰أضلاع أصغر حيث  اتمتوازي أربــع إلى  ABCD▰ . هذا يقسم̅̅

= EBGK▰. ندعىي أن AEKH ،▰KGCF▰  ان ل ـمتمم ▰ HKFD. 

 

 [ 43-1: ] 20-5-1شكل 

 

▲ فإن،  [34-1]  حسب KGCF▰و  AEKH▰  و  ABCD▰  نصف متوازي الأضلاع يُ  AC̅̅̅̅ لأن  ADC = ▲ ABC   و▲

AHK = ▲ AEK   و▲ KFC = ▲ KGC ،لذلك . 

▰EBGK =▲ ABC −▲ AEK −▲ KGC 

=▲ ADC −▲ AHK −▲ KFC 

= ▰HKFD 

  الإثبات. كمل يُ  هذا 

ز )للأضلاع( خلال نقطة ما  أنشئنا إذا  . 1-43-1  اللازمة ز موازيتي  إلى أضلاعه   ABCD▰داخل متوازي الأضلاع  ( K )  قطعتي 

ي المساحة،  EKGB▰و   HDFK▰من أجل جعل 
 .AC̅̅̅̅ على القطر تقع  K فإنمتساويان فز

ي المساحة إذا وفقط إذا كانت   HDFK ، ▰EKGB▰  [، نجد أن 43- 1حسب ]
 . AC̅̅̅̅ على القطر  نقطة Kمتساويان فز

= AHGB▰.  -2-43-1  اللازمة ▰ ADFE   و ▰EFCB = ▰HDCG . 

 تمارين

 [. 1، اللازمة 43- 1اثبت ] -1

 [. 2، اللازمة 43- 1اثبت ] -2
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 . IIمتوازيات الأضلاع   إنشاء . 44-1القضية 

متوازي أضلاع يساوي مساحة المثلث الذي  إنشاء ، وقطعة، يمكننا مثلث، وزاوية )حادة، أو قائمة، أو منفرجة( لأي

 يساوي القطعة. له ضلع يحتوي على الزاوية و 

 

ئ  الإثبات ▲و   RST∠ أنسر NPQ  و AB̅̅ ي إنشاء ̅̅
AB̅̅ على  BALM▰. نرغب فز ط أن    ̅̅ ▲ = BALM▰بشر NPQ  و

▰BALM على زاوية تساوي  ∠RST. 

 

 [ 44-1: ] 21-5-1شكل 

ئ متوازي الأضلاع  ▲ = BEFG ▰حيث   BEFG▰  أنسر NPQ  [1-42،]  ∠GBE = ∠RST .  وAB̅̅ ̅̅ ⊕ BE̅̅̅̅ = AE̅̅̅̅  .

ا القطعة
ً
ئ أيض AH̅̅  أنسر ̅̅ ∥ BG̅̅ FH̅̅  لإنشاء FG̅̅̅̅ [. مد 1-31] ̅̅ ئ ̅̅ HB̅̅ ، وأنسر ̅̅. 

 

AH̅̅  لأن ̅̅ ∥ BG̅̅ BG̅̅ و ̅̅ ̅̅ ∥ FE̅̅̅̅  ،حسب الإنشاء AH̅̅ ̅̅ ∥ FE̅̅̅̅ [ لاحظ أن 30- 1حسب .] HF̅̅ AH̅̅ يتقاطع مع  ̅̅ ؛   FE̅̅̅̅ و  ̅̅

  ، + AHF∠وبالتالىي ∠HFE = تب على. زاويتان قائمتان + BHG  أن ذلك يير ∠GFE < - 3- 1. حسب ]زاويتان قائمتان

HB̅̅  مددنا ، إذا [4 ، موضوعة3 ئ  K عير . K، فسوف يتقاطعان عند نقطة ما  FE̅̅̅̅ و  ̅̅ KL̅̅̅̅ ، أنسر ∥ AB̅̅ AH̅̅   مد [،  1-31] ̅̅ ̅̅ 

GB̅̅ ، ومد Lعند  KL̅̅̅̅  مع تقاطعيل ي   KL̅̅̅̅  مع تقاطعيل ̅̅
وط ي BALM▰. ندعىي أن Mفز ي الشر

 المطلوبة. فز

 

ي على  BALMمن الواضح أن 
= BMLA[،  43-1حسب ] . ABمبتز  FEBG  و ،FEBG = ▲ NPQ   حسب الإنشاء؛ لذلك

BALM = ▲ NPQ[ 15- 1. حسب ،]  ∠ABM = ∠EBG  و ∠EBG = ∠RST   ، = ABM∠حسب الإنشاء؛ وبالتالىي

∠RSTهذا يكمل الإثبات . 
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 . IIIمتوازيات الأضلاع  إنشاء . 45-1قضية 

يحتوي على  و متوازي أضلاع يساوي مساحة المضلع  إنشاء مضلع، يمكننا أي زاوية )حادة، أو قائمة، أو منفرجة( و لأي 

 زاوية مساوية للزاوية. 

ئ المضلع   الإثبات ي LMN∠ و  ABCDأنسر
ط  FIKE▰  إنشاء  . نرغب فز  LMN∠  على زاوية تساوي  أن يحتويبشر

= FIKE▰ و   ABCD. 

 

 [ 45-1: ] 22-5-1شكل 

 

ي 42- 1حسب ]
BD̅̅ [. نبتز ط أن   FGHE▰ و ̅̅ ▲ = FGHE▰بشر ABD   حيث∠FEH = ∠LMN .   

GH̅̅ على  ئ ̅̅ ط  GIKH▰  ، أنسر ▲ = GIKH▰أن بشر BCD    حيث∠GHK = ∠LMN [1-44]  قد نواصل استخدام( .

ي  
 مضلع له . هذا يسمح لنا أن ندعىي أن الإثبات التالىي ينطبق على أي ABCDهذه الخوارزمية لأي مثلثات إضافية متبقية فز

n حيث  أضلاع n < وط المطلوبة.  FEKI▰.( عند الانتهاء من هذه الخوارزمية، ندعىي أن  ∞ ي بالشر
 يفز

= GHK ∠لأن ∠LMN = ∠FEH و  حسب الإنشاء∠GHK = ∠FEH  .   تب على ذلك أن  يير

∠GHk + ∠GHE = ∠FEH + ∠GHE 

HG̅̅ بما أن  ̅̅ ∥ EF̅̅̅̅  و EH̅̅ FEH∠ فإنمعهما،  يتقاطع  ̅̅ + ∠GHE =  [. لذلك 29-1]  زاويتان قائمتان

 ∠GHK + ∠GHE = EH̅̅  لذلك، و  زاويتان قائمتان ̅̅ ⊕ HK̅̅ ̅̅ = EK̅̅̅̅ [1 -14 لأن1، اللازمة .]  EH̅̅ ̅̅ ∥ FG̅̅̅̅  ،حسب الإنشاء

EK̅̅̅̅  فإن ∥ FG̅̅̅̅. 

GH̅̅ على غرار ما سبق، لأن   ز يتقاطع مع المتوازي  ̅̅ = EK̅̅̅̅، ∠FGH و  FG̅̅̅̅   ي  ∠GHK  لذلك [ و 1-29- 1]اللازمة 

∠FGH + ∠HGI = ∠GHK + ∠HGI 

GI̅ بما أن  ∥ HK̅̅ GH̅̅ و  ̅̅ = GHK∠  إن ، فا يتقاطع معهم ̅̅ ∠HGI =  ، [. لذلك29- 1] زاويتان قائمتان

 ∠FGH = ∠HGI = FG̅̅̅̅و    زاويتان قائمتان  ⊕ GI̅ = FI̅. 

GH̅̅   متوازيان مع KI̅̅̅ و   EF̅̅̅̅ متوازيا أضلاع، فإن  GHKI ▰و   FEHG▰ لأن  EF̅̅̅̅ [، 30-1؛ حسب ] ̅̅ ∥ KI̅̅̅ 
ّ
 . بما أن

∠GHK = ∠FGH  ،[، 1-29-1]اللازمة.  حسبمما ورد أعلاه EK̅̅̅̅ ∥ FI̅  ،لذلك .FIKE  .متوازي أضلاع 

 
ّ
= FEK  بما أن ∠LMN ،FIKE  يحتوي على زاوية تساوي∠LMN. 
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 [ 45-1: ] 23-5-1شكل 

▲ = FGHE▰ لأن  ABD   حسب الإنشاء و ▰GIKH = ▲ BCD، 

       ABCD =▲ ABD ⊕▲ BCD 

      = ▰FGHE ⊕ ▰GIKH 

   = ▰FIKE 

 الإثباتيكمل  هذا 

 تمارين

 يساوي مجموع   -1
ً
ئ مستطيلً . ،2،3أنسر . . ، n  .من المضلعات 

2-  
ً
ئ مستطيلا ي ا يساويأنسر

ز مساحتر . أي  لفرق بي  ز  شكلي 
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 . Iمرب  ع  إنشاء . 46-1قضية 

 مرب  ع. يمكن إنشاء  ، على أي قطعة

ئ  الإثبات AB̅̅ أنسر ي  ̅̅
AB̅̅ مربــع على  إنشاء ؛ نرغب فز ̅̅ . 

 

 [ 46-1: ] 24-5-1شكل 

 

ئ  AD̅̅ أنسر ̅̅ ⊥ AB̅̅ = AD[ حيث  11- 1] ̅̅  AB  [1-3 .]  عيرD ئ CD̅̅ ، أنسر ̅̅ ∥ AB̅̅ = AB[ حيث  31- 1] ̅̅  CD عير ، و  B 

ئ  BC̅̅̅̅ أنسر ∥ AD̅̅  مربــع المطلوب. هو ال  ABCD. ندعىي أن ̅̅

 الإنشاء،  حسب

AD = AB = CD 

= ADمتوازي أضلاع،  ABCDلأن   BC [1-34؛ فإن]   الأضلاع الأربعة لـABCD   تب على ذلك أن  ABCDمتساوية. ويير

ز و  مربــع.   ABCD[،  30-1. حسب ]تعريف  قائمة DAB∠معي 

 [. 47-1]  ـل  توطئة[  46-1]  ملحوظة
ُ
 مربــع. لإنشاء   أخرىطريقة  [14-2قدم ] ت

 تمارين

ز لهم نفس الطول أضأثبت أن  -1 ز متساو  انإذا وفقط إذا كان المربع لاع أي مربعي  ي المساحة. ]انظر الفصل الأخي    يي 
ز
ف

 للحصول على حل.[

 أن متوازيات الأضلاع حول قطر المربــع هي مربعات.  اثبت -2

 على الأضلاع الأربعة لمربــع )أو على امتدادها متساوية البعد عن الزوايا الأربــع نقاط أخذنا إذا  -3
ُ
كون رؤوس مربــع آخر  (، فست

، إلخال منتظم، اللخماشي ل )وبالمثل   (. .. سداشي

 مثلثات قائمة ومربــع.  أربــع إلى خمسة أجزاء متساوية: على وجه التحديد،  أي مربــع قسّم  -4

= Aأثبت أن صيغة مساحة المستطيل هي   -5  bh. 

  



95 
 

هنة فيثاغورث )الملقب . 47-1القضية  هنة جوجو(.  ة ب مي   مي 

ي 
ز
ز على   ،مثلث قائمأي ف ي المربعي 

ا لمجموع مساحتر
ً
يكون المرب  ع على الضلع المقابل للزاوية القائمة )الوتر( مساوي

ز   . الخرينالضلعي 

ئ مثلث قائم الزاوية   الإثبات ▲أنسر  ABC   حيث  AB̅̅  هو الوتر. ندعىي أن:  ̅̅

AB2 = AC2 + BC2 

 

 [ 47-1: ] 25-5-1شكل 

▲لـ   CAو   BCو  ABمربعات على الأضلاع   إنشاء[، يمكننا 46- 1حسب ] ABC  ي الشكل
ئ  . 25- 5-1 كما فز  أنسر

  CL̅̅̅̅ ∥ AG̅̅ ا GF̅̅̅̅ نقطة على    Lحيث   ̅̅
ً
ئ .  أيض BK̅̅ و  CG̅̅̅̅ أنسر   حسب الإنشاء، المجموع تانقائم ACH∠و ACB∠لأن  . ̅̅

∠ABD + ∠ACH ا،يساوي
ً
. لذلك   ، أيض ز ز قائمتي  BC̅̅̅̅ زاويتي  ⊕ CH̅̅ ̅̅ = BH̅̅ AC̅̅̅̅ ثل،  . وبالم[1-14] ̅̅ ⊕ CD̅̅ ̅̅ = AD̅̅ ̅̅ . 

 لذلك  . فهما قائمتانداخل مربــع، زاويتان    CAK∠و BAG∠لأن 

∠BAC = ∠CAK 

∠BAG + ∠BAC = ∠CAK + ∠BAC 

∠CAG = ∠KAB 

= BA، فإن انمربع CHKAو   BAGFلأن   AG  وCA =  AKفيما يخص .▲ CAG   و▲  KABلأن : CA =  AK    و

BA =  AG  و   ∠CAG = ∠KAB  [ 4-1، حسب]  ▲ CAG ≅ ▲ KAB. 

 



96 
 

= AGLO [،  41- 1]حسب   2 · ▲ CAG.  لأنهما يقفان على AG̅̅ ز  ̅̅ ز  ويقفان بي  AG̅̅ المتوازيي   . وبالمثل، CL̅̅̅̅ و  ̅̅

 CHKA =  2 · ▲ KAB على  انقفيا ملأنه AK̅̅ ز  ̅̅ AK̅̅ وبي  BH̅̅ و  ̅̅ ▲ . لأن̅̅ CAG ≅ ▲ KAB، 

 AGLO =  KACH. 

= OLFB وبالمثل، يمكن إظهار أن    DCBE لذلك .، 

AB2 = AGFB 

                           = AGLO ⊕ OLFB 

                           = KACH + DCBE 

                     = AC2 + BC2  

 هذا يثبت ادعاءنا.  

 [. 31- 6[ هي حالة خاصة من ]47-1]  ملحوظة

ي ت[ 1-28-10 اللازمة ] . 48-1  ملاحظة
عطىي الثلاثيات الفيثاغورسية )صف النسبة التر

ُ
 a  ،  bثلاثة أعداد صحيحة موجبة  ت

 ،  c   ط أن a2بشر + b2 = c2   إذا كان :)a  وb ز عد ز موجب  دين صحيحي  > b   و  ي  a لها   يةفيثاغورسال اتثلاثيال، فإن

 النسبة 

ab:
a2 − b2

2
:
a2 + b2

2
 

 بديل: ثبات إ

ي الشكل  الإثبات
ئ المربعات كما فز ط  26-5-1أنسر ▲  أن يكونبشر ACB  و  قائم الزاوية∠ACB  .هي الزاوية القائمة 

 

 [، إثبات بديل 47-1: ]26- 5-1الشكل 
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ئ  BK̅̅ و  CG̅̅̅̅  أنسر ئ  Cعير  ؛ ̅̅ OL̅̅̅̅  أنسر ∥ AG̅̅ GAK∠ لاحظ أن . ̅̅ = ∠GAC + ∠BAC + ∠BAK،  ∠CAK  و ∠BAG  

 . نستنتج من ذلك أنزاويتان قائمتان

∠BAG = ∠CAK 

∠BAG − ∠BAC = ∠CAK − ∠BAC 

∠CAG = ∠BAK 

▲  فيما يخص CAG   و▲ BAK :CA =  AK   وAG =  AB ،  و  ∠CAG = BAK. [ 4-1حسب] ، 

 ▲ CAG ≅ ▲  BAK. 

= GAOL [، نجد أن 41- 1] حسب   AKHC ،وبالمثل . LOBF =  DEBC . 

 

وري إثبات أن  ملحوظة CD̅̅  و  AC̅̅̅̅ الإثبات البديل أقصر لأنه ليس من الصرز . وبالمثل، يمكن إثبات  واحدة قطعة يشكلان ̅̅

ي جميع الاتجاهات الممكنة. يمكن الحصول على  
القضية بأخذ أي من الأشكال الثمانية المتكونة عن طريق قلب المربعات فز

ي الاعتبار أن النقطة عن طريق تبسيط آخر للإثبات 
ز  هي نقطة حيث  Aالأخذ فز ▲يمكن تدوير أحد المثلثي  CAG أو 

 ▲ BAK ي مستواه حتر يتطابق
 . انمتطابق  ما مع الآخر؛ ومن ثم فه فز

 تمارين

· ABيساوي مساحة المستطيل  AC̅̅̅̅  أثبت أن المربــع الموجود على  -1  AO  مربــع على  الوBC =  AB ·  BO  :ملاحظة( .

ز  AB · AOيشي   AB̅̅ إلى المستطيل المكون من القطعتي  AO̅̅ و ̅̅ ̅̅). 

= CO ثبت أن المربــع الموجود على ا  -2  AO ·  OB. 

AC2 ثبت أن ا  -3 − BC2 = AO2 − BO2 

ي  -4
ي مربعها يساوي مجموع مساحتر

.  جد القطعة التر ز  ]انظر الفصل الأخي  للحصول على حل.[ أي مربعي 

ز مربعي ضلعيه، المحل الهندشي لرأسه هو قطعة لأي  -5  قاعدته.  مع  عموديةقاعدة مثلث والفرق بي 

BK̅̅ ثبت أنا  -6 ̅̅ ⊥ CG̅̅̅̅. BK̅̅ .  عبارة عن CG̅̅̅̅  و  ̅̅ ز ز قاطعتي   قطعتي 

شئتإذا  -7
ُ
EG2 ، فإن EG̅̅̅̅   أن  =  AC2  +  4 ·  BC2. 

ئ يزيد المربــع   -8   #،  46- 1المربــع على الوتر بأربعة أضعاف مساحة المثلث )انظر ] عن على مجموع أضلاع مثلث قائمالمُنسر

من الأضلاع، فإن المضلع   nعدد  الذي له [(. بشكل عام، إذا كانت الزاوية الرأسية للمثلث مساوية لزاوية المضلع المنتظم 3

ئ من الأضلاع،  nعدد  الذي له المنتظم  يتجاوز مساحة المضلع المنتظم    المثلث على قطعة تساوي مجموع أضلاعالمُنسر

ي على ال nالذي له عدد  
ي مساحة المثلث.  nقاعدة بمقدار من الأضلاع المبتز

وب فز  مصرز

BK̅̅ و  AC̅̅̅̅  إذا تقاطع  -9 AB̅̅  تقابل، لBC̅̅̅̅ موازية لـ   P عير قطعة  أنشئت و  Pعند   ̅̅ = CP فإن ، Qعند   ̅̅  PQ. 

ز  اثبت  -10 ▲أن كل من المثلثي  AGK  و▲ BEF [ ي
▲مساحة  يساوي[ 47- 1فز  ABC انظر الفصل الأخي  للحصول على[ .

 حل.[

ز   مربعها يساويأوجد قطعة  -11 ز مربعي  .  على الفرق بي  ز  قطعتي 
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ز  -12 ز الضلعي   أقل من مربــع الوتر بأربعة أضعاف مساحة المثلث.  CB̅̅̅̅ و  AC̅̅̅̅  المربــع على الفرق بي 

BK̅̅ و  AE̅̅̅̅ ، فإن القطع AE̅̅̅̅   وُصلتإذا  -13  . تتقاطع CL̅̅̅̅ و  ̅̅

ي المثلث المتساوي الأضلاع، ثلاثة أضعاف المربــع على أي ضلع يساوي أربعة أضعاف المربــع   -14
العمودي عليه من   علىفز

 الرأس المقابل. 

ي المربــع    -15
BG̅̅ ضلعه  بحيث ،ABCDمن المربــع   BC̅̅̅̅ ، وهو جزء من الضلع BE̅̅̅̅ على  BEFG نبتز AB̅̅  امتداد  ̅̅ . قسّم  ̅̅

 إلى ثلاثة أجزاء تشكل مربعًا.  AGFECDالشكل 

ي  أربعة أضعاف مجموع المربعات على -16
نصفالمتوسطات التر

ُ
أضلاع مثلث قائم الزاوية تساوي خمسة أضعاف مربــع   ت

 الوتر. 

، فإن مجموع المربعات على   -17 ز إذا أنشئنا أعمدة على أضلاع المضلع من أي نقطة وقمنا بتقسيم كل ضلع إلى قطعتي 

 المجموعة المتبقية.  علىطع المتبادلة يساوي مجموع المربعات مجموعة من الق

ز مجموع المربع  -18 ز على القطع ي  ز المنشأ تي  ز من أي نقطة إلى   تي  ز متقابلتي  ي  زاويتي 
ز مستطيل يساوي مجموع المربعفز على   ي 

ز القطع ز من نفس النقطة إلى  تي  ز الأخريي   . الزاويتي 

ز مربعيهما يساوي المربــع الموجود على أحد أضلاعه. قسّم وتر المثلث القائم الزاوية إلى جزأ  -19 ط أن يكون الفرق بي   ين بشر
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هنة فيثاغورث / جوجو.  . 48-1القضية   مقلوب مي 

ي  
ي المساحة لمجموع مساحتر

ز
ا ف

ً
ئ مربعات على جميع أضلاع مثلث. إذا كان المرب  ع الموجود على الوتر مساوي أنشر

ز  ز على الضلعي   الزاوية المقابلة للضلع الأطول قائمة. ، فإن الخرين المربعي 

ئ  الإثبات ▲أنسر ABC  ط أن AB̅̅  بشر  هو أطول ضلع و ̅̅

AB2 = AC2 + BC2  

 زاوية قائمة.  ACB∠ ندعىي أن: 

 

 [ 48-1: ] 27-5-1شكل 

ئ  CD̅̅  أنسر = CD  بحيث ̅̅  CA [1-3  و ]CD̅̅ ̅̅ ⊥ CB̅̅̅̅ [1 -11 ئ BD̅̅ [. أنسر ▲  فيما يخص، و ̅̅ BCD:∠BCD   هي زاوية قائمة

= ACحسب الإنشاء.    CD   ي أن
AC2تقتصىز  =  CD2وهكذا ، 

AC2 + CB2 = CD2 + CB2  

CD2[  47- 1حسب ]  +  CB2  =  BD2  الفرضية، حسب ؛AC2  +  CB2  =  AB2.   ومن ثمAB2  =  BD2   ؛ يتبع

= AB  أن ذلك  BD [1 -46 ، # 1 .] 

▲  فيما يخص ACB   و▲ DCB :AB =  DB  ،AC =  CD ك ي الضلع   انحسب الإنشاء، ويشير
▲[،  8-1. حسب ] CDفز

ACB ≅ ▲ DCB  لذلك  و∠ACB = ∠DCB  
ّ
 هي زاوية قائمة.  ACB∠  فإن قائمة حسب الإنشاء، زاوية  DCB∠ بما أن

 : بالتناقض بديل إثبات

 

 [، إثبات بديل 48-1: ]28- 5-1الشكل 

 

ئ   ▲الإثبات أنسر ABC   ط أن AC2بشر +  BC2  =  AB2 .إذا كانCB̅̅̅̅ ئ CA̅̅̅̅غي  عمودي على     CD̅̅  ، أنسر ̅̅ ⊥ CA̅̅̅̅ن إ بحيث

CD =  CB ئ AD̅̅ .  أنسر ̅̅.  
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▲  فيما يخص ABC   و▲ ADC :CD =  CBكي ن، والمثلثا ي الضلع   انشير
ي الإثبات أعلاه، يمكن إظهار أن AC̅̅̅̅ فز

، وكما فز

AD =  AB[ 7- 1. هذا يتعارض مع] .   بناءًا على هذا  ،∠ACB   هي زاوية قائمة 

ض أن  1-48-1  اللازمة ▲أضلاع   cو  bو   aلنفير A   حيثc  .هو أطول ضلع▲ A  فقط إذا  إذا و مثلث قائم الزاوية

a2 كان   +  b2  =  c2  . 
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 أسئلة الامتحان على الفصل الأول. 

 ؟ ما هي الهندسة الرياضية -1

 ؟ الهندشي هو الكائن ما  -2

 والأسطح والمجسمات.(  ،والخطوط ،النقاط : جابة)الإ للهندسة الرياضية. الأساسية اذكر المفاهيم  -3

ي الهندسة -4
.( : جابة)الإ  ؟ما هي أنواع الخطوط فز ي

 مستقيم ومنحتز

ئ كيف   -5 .(عن طريق  : جابة)الإ  ؟ مستقيمالخط ال يُنسر ز  توصيل أي نقطتي 

ئ كيف   -6 ي  يُنسر
 .( متسامتة ت توصيل أي ثلاث نقاط ليس عن طريق  : جابة)الإ  ؟ الخط المنحتز

 ومنحنية.( ةجابة مستوي)الإ  ؟ أنواع الأسطحما هي  -7

ئ  كيف   -8  ؟ سطح مستوييُنسر

 للنقطة؟ لا يوجد أبعاد   لماذا   -9

 ؟ هل للخط عرض أو سمك  -10

 ؟ لسطحأبعاد ا كم عدد   -11

 ؟الهندسة المستوية هي   ما   -12

 ؟ موضوع هذا الفصل هو أي جزء من الهندسة المستوية  -13

 ؟ما هو موضوع الفصول المتبقية  -14

ثبت كيف    -15
ُ
 ؟ عن طريق الإثبات غي  المباسرر قضية ت

 ؟ما المقصود بمقلوب قضية  -16

ي   -17
 ؟ التماثلمثال على قاعدة  هي ما القضية التر

 ؟ما هي الأشكال المتطابقة  -18

.(  : جابة)الإ  ؟المتطابقةما هي الطريقة الأخرى لوصف الأشكال   -19  هم متساوون من جميع النواجي

ي الفصل 20
ي ليست تطابق فز

 . 1. اذكر جميع حالات التساوي التر

ز الرم  -21  ؟التساويالذي يدل على  دل على التطابق و ي  ذيال ز ما الفرق بي 

ز عرف  -22 ز  الزاويتي  ز الخارجيو  ،المتجاورتي  ز الداخليو  تي  ز  تي   . والمتبادلتي 

 ؟ المقصود بإسقاط خط على آخر ما   -23

 ؟ ما المقصود بمتوسطات المثلث  -24

 ؟ ما المقصود بالقطر الثالث للشكل الرباعىي   -25

ي الفصل  -26
ي تمثل حالات خاصة لحالات أخري أعم.  1اذكر بعض القضايا الواردة فز

 التر
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 ؟ ماذا يساوي مجموع الزوايا الخارجية لأي مضلع  -27

وط اللازمة لإ   -28 ز وزاوية، إلخ.( : جابة)الإ  ؟مثلث نشاءكم عدد الشر  ثلاثة؛ مثل الأضلاع الثلاثة، أو ضلعي 

 . 1تمارين الفصل 

ض أن   -1 ز مثل  2▲و  1▲افير  : بحيث  ثي 

ئ )أ(  ي   1▲ يُنسر
 2▲فز

 1▲   ـرأس لعير  2▲)ب( يمر كل ضلع من أضلاع  

ي   المناظر يوازي الضلع  2▲)ج( كل ضلع من  
 1▲فز

= 2▲ندعىي أن   ]انظر الفصل الأخي  للحصول على حل.[  1▲ · 4 

ي  -2
.  1  #الارتفاعات الثلاثة للمثلث الأول فز ي

 هي الارتفاعات عند نقاط منتصف أضلاع المثلث الثائز

ئ  أي نقطة، عير  -3 ط  أنسر ي أن يُنصف خط بشر
 زاوية عند النقطة. أي الجزء المقطوع بواسطة قطعتر

هنة سيفا    يفضل.  المثلثكتلة مركز  وجود ل  هذا إثباتة: . )ملاحظتتقاطعالمتوسطات الثلاثة للمثلث   -4 استخدام مير

Ceva’s Theorem ، ي إقليدس، لحل هذه
لة  . يجب على الطلاب الذين يسعون إلى التحدي محاو المسألةغي  الموجودة فز

هنة سيفا.(حل هذه المسألة   دون استخدام مير

ئ  -5 ز ومتوسط الضلع الثالث. إذا علمت مثلث الأنسر  ضلعي 

ض أن   -6   . أثبت أنالمثلث متوسطات أطوال مجموع   Sو   المثلث  محيط  Pافير
3

4
 P < S < P  . 

ئ  -7 ز إذا علمت مثلث الأنسر  . الآخرينأحد أضلاعه ومتوسطىي الضلعي 

ئ  -8  المتوسطات الثلاثة. ]انظر الفصل الأخي  للحصول على حل.[إذا علمت مثلث الأنسر

ز العمود من  -9 ز  الزاوية المحصورة بي  الزاوية الرأسية لمثلث على القاعدة ومنصف الزاوية الرأسية تساوي نصف الفرق بي 

ي القاعدة. 
 زاويتر

ي البعد عن  -10
ز متساويتر ز نقطتي  ي متوازيي 

. بحيث القطعة الواصلة بينهما توازي نقطة أي أوجد فز ز  خط معي 

ئ متوازي  -11  قطرين وضلع. إذا علمت الضلاع الأ أنسر

. أقصر اثبت أن  -12 ي المثلث يقابل الضلع الأكير
 متوسط فز

ي  -13  تقفان مقابل زاوية قائمة عند نقطة معينة ومتساوئي
ز ز نقطتي  ي متوازيي 

 البعد عنها.  أوجد فز

ز عن   -14 ي قاعدة مثلث متساوي الساقي 
ز مجموع بعدي أي نقطة فز ز أي من  الساقي  ي يساوي البعد بي 

القاعدة عن نهايتر

 الضلع المقابل. 

 . تتقاطععمدة الثلاثة عند نقاط المنتصف لأضلاع المثلث الأ اثبت أن  -15

ي مثلث  ل شبيه  ادرج -16
ز فز  زاوية من زوايا المثلث. ]انظر الفصل الأخي  للتوصل إلى حل.[  بحيث يكون لهمعي 

ي مثلث   ادرج -17
 المثلث. أضلاع قاعدته على أحد بحيث تكون  مربعًا فز
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ي  لنقطةلأوجد المحل الهندشي   -18
ز يساوي   التر ز ثابتي   . أي طول مجموع أو فرق بعدها عن خطي 

 من أي نقطة داخل مثلث متساوي الأضلاع يساوي العمود من أي رأس على الضلع المقابل. الأعمدة مجموع   -19

ط أن يكون مجموع 20 ي أحد أضلاع مثلث بشر
ز . جد نقطة فز ز المقطوع الجزئي  ز الآخرين على المتوازي بواسطة الض  ي  ز لعي    ي 

ز  ز مساويًا  إلى من نفس النقطة المنشئي   طول. لأي هذين الضلعي 

،  إذا وازت قطعتا زاوية،  -21 ي زاوية أخرى، على التوالىي
 فإن منصفيهما إما متوازيان أو متعامدان. قطعتر

ي   ادرج -22
 نقطة. أي تقاطع قطراه عند ي  بحيث مثلث متوازي أضلاعأي فز

ئ شك -23 . إذا علمت ل رباعىي أنسر ز ز متقابلي  ي المنتصف لضلعي 
 الأضلاع الأربعة وموضع نقطتر

ز أو أكير إذا علمت  -24 ي رأس قواعد مثلثي 
ز فز كي  أن المحل  اثبت، من حيث المقدار والموضع، ومجموع المساحات. مشير

 الهندشي للرأس هو خط مستقيم. 

 لع، فإن المحل الهندشي للنقطة هو خط مستقيم. مض أي نقطة على أضلاع أي مجموع الأعمدة من علمت إذا  -25

▲إذا كان   -26 ABC  ز و ز   ′B′C  ذا كان إو  AB ،ACكانت ساقاه  مثلث متساوي الساقي  ز المتساويي  أي قاطع يقطع الضلعي 

ط أن   ′C  و  ′B  عند  ′AB، بشر + AC′ = AB + AC  ،ثبت أن ا B′C′ > BC  . 

ز   -27 ز  Lخط  أي  على  P نقطة أيو  ،Bو   A  لأي نقطتي    الزاوية Lهو الأقصى عندما ينصف   PBو  AP، فأثبت أن الفرق بي 

∠APB .وضح أن مجموعهما هو الأدئز إذا كان ينصف المكملة . 

 نصف شكل رباعىي بقطعة منشأة من أحد رؤوسه.   -28

ز بشكل مائل بواسطة      ⃡ BC و      ⃡ AD إذا كان  -29 ز مقطوعي  ز متوازيي  ز هذه الخطوط  AC̅̅̅̅ بواسطة  ا  وعموديً      ⃡ AB خطي  ، وبي 

= EDبحيث   Eعند النقطة       ⃡ AC  الذي يقطع ، BED  إنشاءنقوم ب  2 ·  AB ،ثبت أنا  ∠DBC =
1

3
 ∠ABC  . 

▲هي نقطة التقاء منصفات زوايا   O. إذا كانت  30 ABC،  إذا مدت  و AO̅̅ OE̅̅  أنشئت، وإذا Dعند  BC̅̅̅̅ لتتقاطع مع  ̅̅   Oمن  ̅̅

ط أن يكون   OE̅̅ بشر ̅̅ ⊥ BC̅̅̅̅اثبت أن ، ∠BOD = ∠COE. 

ي شكل رباعىي محدب تساوي نصف مجموع  -31
ز فز ز متتاليتي  ي يصنعها منصفا زاويتي 

ز الزاوية التر ز الأخريي  ؛ الزاوية  الزاويتي 

 . ز ز الأخريي  ز الزاويتي  ز تساوي نصف الفرق بي  ز متقابلتي  ي يصنعها منصفا زاويتي 
 التر

ي وصلنا   إذا  -32
ي ] فز

KG̅̅ و  EF̅̅̅̅ [  47- 1الإنشاء فز EF2فإن ، ̅̅  +  KG2  =  5 ·  AB2. 

ئ المضلع. فعدد فردي من الأضلاع، له نقاط المنتصف لأضلاع مضلع محدب  إذا علمت -33  أنسر

 قسم شكل رباعىي ثلاثيًا بواسطة خطوط منشأة من إحدى زواياه.   -34

ي القاعدة  العموديأثبت أن فقاعدة المثلث من حيث المقدار والموضع ومجموع الأضلاع، إذا علمت  -35
من أي من نهايتر

ي للزاوية الرأسية يلتقيان ي نقطة، على الضلع المجاور والمنصف الخارجر
 القاعدة. على خط عمودي على ، فز

شكلإن منصفات زوايا الشكل الرباعىي المحدب  -36
ُ
اويتان متقابلتان مكملتان لبعضهما البعض. إذا  كل ز فيه  رباعىي الأضلاع  ت

، ف
ً
ي مستطيل؛ إذا كان الأول مستطيلا

ي مربــع.  إنكان الشكل الرباعىي الأول متوازي أضلاع، فإن الثائز
 الثائز

ض أن نقاط المنتصف للأضلاع  -37 DG̅̅ وأن  Fو   Eو   Dللمثلث هي على التوالىي   CAو   BCو   ABافير ̅̅ ∥ BF̅̅̅̅  تقاطع مع تو 

EF̅̅̅̅ . أضلاع المثلث  اثبت أن▲ DCG  تساوي على التوالىي متوسطات المثلث▲ ABC  .الثلاثة 
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 أوجد مسار كرة البلياردو  -38
ً
عير نقطة أخرى  ومرورها من نقطة معينة وبعد أن تنعكس من الأضلاع الأربعة للطاولة  بداية

ض أن الكرة لا تدخل أي جيب(.   معينة. )افير

ز من المثلث وينتهيان تساوت إذا  -39 ز عند القطعتان اللذان ينصفان زاويتي  ز الضلعي  ، فأثبت أن المثلث متساوي  المقابلي 

 . ز  الساقي 

درج . إذا 40
ُ
ي مثلث، فإن المستطيل أ

 ضلعه ومجموع القاعدة والارتفاع يساوي ضعف مساحة المثلث. المحصور بمربــع فز

ي مثلث  هما الساقان  ACو  AB  كانت   إذا  -41
ز وإذا كان فز BD̅̅   تمتساوي الساقي  ̅̅ ⊥ AC̅̅̅̅ ،أثبت أن ف BC2 = 2 AC. CD . 

ي إذا علمت  -42
ز زاويتر ز الأضلاع،  ال القاعدة، و  قاعدة المثلث، والفرق بي  ئ المثلث. فمجموع أو الفرق بي   أنسر

ئ المثلث. ف ،والمساحة ،قاعدة المثلث، والمتوسط الذي ينصف القاعدة إذا علمت -43  أنسر

صفا و  Eعند   ABCDللشكل الرباعىي  BDو   ACن إذا تقاطعا القطري -44
ُ
ز  ن  فإن، Gو  Fعند النقطتي 

4 · ▲ EFG =  (AEB +  ECD) − (AED +  EBC) 

ت مربعات على أضلاع أي مثلث، فإن خطوط  -45
 
شِئ
ْ
ن
ُ
ز إذا أ :  الواصلة بي   الزوايا المتجاورة تكون على التوالىي

 المثلث؛ متوسطات  أضعاف)أ( 

 )ب( عمودية عليها. 
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 3الفصل 

 الدوائر 

ض  فير
ُ
ز ست بها عمومًا. هذه قاعدة سنطبقها على الفصول  يُستشهد ولن   2و 1الموضوعات والخصائص الرياضية من الفصلي 

 اللاحقة، مع مراعاة ما يقتضيه اختلاف الحال. 

هذه  ومع ذلك،  لم تعد الهندسة الحديثة تستخدم تعريفات إقليدس للمنحنيات والمماسات وما إلى ذلك.   . ملحوظة

ي غرضنا التعريفات 
 هذا الكتاب. من   تكفز

 التعريفات  3-1

ي الدوائر المتساوية هي  -1
 . متساوية أنصاف أقطار لها   التر

. إ وتر الدائرة  -2 ز ي نقطتي 
،  قاطع، فإن هذا الخط يسم لإنشاء خطالوتر مُد ذا هو قطعة تتقاطع مع محيط الدائرة فز

ز من تقسيم القاطع  المحيط ويسم كل جزء من جزأي افق  يسم الأكير  -  بالقوسمحيط الدائرة ل الناتجي  بالقوس المير

افق، ويسم الأصغر الأكي    . الأصغر بالقوس المير

فقط. يُطلق على القطعة  يتقاطع مع محيط الدائرة عند نقطةدائرة عندما يمس  مستقيمقطعة أو شعاع أو خط  إنيُقال   -3

ي مماس الدائرة مستقيمل أو الشعاع أو الخط ا
 . نقطة التقاطعبفيها المحيط  يمس، وتسم النقطة التر

 

ز ا هي نقطة   Bو  A● مماس لـ      ⃡ CD   ؛ أو  Bعند  A●   يمس    ⃡ CD    [3- 3: ]تعريف 1- 1-3الشكل   .     ⃡ CD و  A● لتقاطع بي 

ز يُقال إن   -4 ي نقطة فقط.  انا البعض عندما تتقاطعمبعضه تمساندائرتي 
 فز

 : التماسهناك نوعان من 

ز أ( عندما تكون إحدى   خارج الأخرى.   الدائرتي 

ز ب( عندما تكون إحدى   داخل الأخرى. الدائرتي 
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  A● و  C● الدائرتان ، بينما Eخارجيًا عند   تتماسان D● و  A●  الدائرتان [ 4- 3: ]تعريف على اليسار: 2- 1-3الشكل 

: . Bداخليًا عند   تتماسان ز CD̅̅  [ الوتر 5- 3]تعريف  على اليمي  ز  A●للدائرة  ̅̅ . DBCو   DECيقسم الدائرة نفسها إلى قطعي 

CD̅̅ مظلل( يحده الوتر  ال) DEC القطع CD̅̅ يحده الوتر   مظلل(ال)غي   DBC، والقطع  DECوالقوس  ̅̅  .DBCوالقوس  ̅̅

ي الأبعاد يحده وتر وقوس  دائريال قطع ال -5
ي يشتمل على و هو شكل ثنائئ

 الوتر. نهايتر

 عن المركز عندما تكون الأعمدة المبنية عليها من المركز متساوية الطول.  متساوية البعد الأوتار  إنيقال   -6

ز وترين يتقاطعان عند نفس النهاية المستقيمةهي الزاوية  الزاوية علىي قطع  -7 ي الشكل   المحصورة بي 
على محيط الدائرة. فز

3-1 -3  ،∠DCE [ ا
ً
 [. 21- 3هي زاوية على قطع. راجع أيض

ز وتر   المحصورة المستقيمةهي الزاوية غي   زاوية القطع -8 ز والمماس عند أي من  القطع بي  ي الشكل النهايتي 
،  3-1- 3. فز

هان الأصلىي لـ ]  تظهر . هذه الزوايا  DECزاوية القطع   و ه DECالقوس   ي الير
 [. 16-3فقط فز

 افق. ير القطع يقال إنها تقف على قوسها الم الزاوية على -9

ي  -10
 زوايا متساوية.  تحصر الأقواس المتشابهة هي التر

ي قطر والقوس المحصور بينهما.  دائرة القطاع يتكون   -11
ي الشكل   من نصفز

AD̅̅، نصف القطر  A ●،   3- 1-3فز ، ونصف  ̅̅

ز القطاع نشكلايُ  AC̅̅̅̅القطر   .DACBو  DACE  ي 
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 [ 11-3[ و ]تعريف 9- 3]تعريف  و [8- 3: ]تعريف 3- 1-3الشكل 

ي لها نفس المركز. الدوائر هي  الدوائر متحدة المركز   -12
 التر

ي تقع على محيط نفس الدائرة  -13
 . تقع على نفس الدائرةا يقال إنهالنقاط التر

ي دائرة.   مدرجهو شكل رباعىي  الدائريالرباعي  الشكل  -14
 فز

، يُ  الزاويةتعريف حديث للزاوية:   -15 ز ي الهندسة هي الشكل الذي يتكون من شعاعي 
كان  ضلعي طلق عليهما فز الزاوية، ويشير

ي نهاية، تسم  
ز طول القوس الدائري ونصف قطره، . رأس الزاويةفز القوس متمركز   يكون حيثب مقياس الزاوية هو النسبة بي 

. عن ز  د الرأس ومحدود بالضلعي 

ي لها نفس الحجم تسم  هو أقل دوران يلزم لينطبق أحد ضلعيها على الآخر.  حجم الزاوية
 . زوايا متطابقةالزوايا التر

 

 .r  على sهو حاصل قسمة  θ    : قياس الزاوية4- 1-3الشكل 

ئ ، يُ  θ  من أجل قياس الزاوية   s  . ثم يُقسم طول القوس بفرجار رأس الزاوية، على سبيل المثال،   عند قوس دائري متمركز   نسر

ي ثابت rعلى نصف قطر القوس  
ب فز  )الذي يعتمد على وحدات القياس المختارة(:  k التدريــــج  ، وربما يُصرز

θ =
ks

r
 

ّ تإذا  لأنه عن حجم الدائرةمستقلة فة بحيث تكون عرّ مُ  θ   قيمة  طول نصف القطر، فإن طول القوس يتغي  بنفس  غي 

النسبة، وبالتالىي فإن النسبة 
s

r
  .  لا تتغي 
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= θ: 5- 1-3الشكل 
s

r
 rad =  1 rad . 

 الأكير استخدامًا. هما الراديان والدرجة و الزوايا:   للتعبي  عنعدد من الوحدات ستخدم يُ 

عر  
ُ
عدد  n  حيثمن الوحدات،  nتكون الدورة الواحدة )أي دائرة كاملة( تساوي  بحيثمعظم وحدات قياس الزوايا  فت

ي حالة الدرجات،  صحيح
= n. فز  360. 

 له نفس طول نصف قطر الدائرة.   القوس(تقابل )أي أن الزاوية  دائرة بقوس   المحصورةالراديان هو الزاوية 

 

ستخدم وحدة ال
ُ
ستخدم بلا أبعاد. تكون  الزوايا ، فإن راديانعندما ت

ُ
ي تتجاوز  ت

ي جميع الأعمال الرياضية التر
الراديان تقريبًا فز

ي  . الهندسة العملية البسيطة
ظهرها بسبب الخصائص المرضية و "الطبيعية" التر

ُ
الدوال المثلثية عندما تكون مدخلاتها   ت

ي نظام  الزوايا راديان هو وحدة قياس البالراديان. 
 . الوحدات الدولىي فز

ة مرتفعة )الدرجة، ال (، تساوي  ° مكتوبة على شكل دائرة صغي 
1

360
درجة. يمكن   360دورة، لذا فإن الدورة الواحدة تساوي  

ي العادي )مثل  ثلاث درجات ونصف(، ولكن الوحدات الفرعية الستينية    °3.5كتابة كسور الدرجات بالتدوين العشر

ستخدمالثانية" -الدقيقة-"الدقيقة" و "الثانية" من نظام "الدرجة
ُ
  ت

ً
ا، خاصة

ً
ي علم الفلك   أيض

للإحداثيات الجغرافية وفز

 والمقذوفات. 

ي كثي  م
 تعريف قياس الزاوية لا يدعم مفهوم الزاوية السالبة، إلا أنه من المفيد فز

ّ
قيم موجبة  استخدام ن الأحيان  مع أن

ي اتجاهات معاكسة بالنسبة إلى مرجع.  اتالدوران أو / تمثيل الاتجاهات و لسالبة و 
 فز

 
ً
ف الزاوية عادة عر 

ُ
ي الأبعاد، ت

ي نظام الإحداثيات الديكارتية ثنائئ
ط أن يكون رأسها  بضلعيها فز الأصل. يقع الضلع الأول   عند ، بشر

  الضلع القياس من  حسبالضلع الآخر  فيُعر الموجب، بينما  xعلى المحور  
ُ
ل  مثِ الأول بالراديان أو الدرجات أو الدورات. ت

  yالزوايا الموجبة استدارة باتجاه المحور  
ُ
لالسالب. عندما  yل الزوايا السالبة استدارة باتجاه المحور  مثِ الموجب، وت

 
مث
ُ
  ت

 ، ف بأنه الإحداثيات الديكارتية بالموضع القياشي ز والمحور   xالمحور الذي يُعر  لأعلى، يكون الدوران الموجب   yإلى اليمي 

ي اتجاه
 عقارب الساعة.  دوران عكس اتجاه عقارب الساعة والدوران السالب فز
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 سالبة EDF ∠  موجبة، CBA ∠  : 6- 1-3الشكل 

ز  لأي   -16 · OFالمستطيل حة مساإذا كانت   Pو   Fنقطتي   OP ي مركزها  مساحة مربــع نصف قطر  تساوي
، Oالدائرة التر

ز تسم  Pو   Fفإن  ز نقطتي   بالنسبة للدائرة.  متعاكستي 

. ليكون القوس  ينقصهو المقدار الذي  مكمل القوس  -17 ز ز قائمتي   نصف دائرة، أو زاويتي 
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 من الكتاب الثالث  قضايا  3-2󠄀

 . Iمركز الدائرة  . 1-3القضية 

 من الممكن تحديد موقع مركز الدائرة. 

ز   الإثبات ئ دائرة وخذ أي نقطتي  ئ ها على محيط A، Bأنسر AB̅̅  . أنسر AB̅̅ونصف   ̅̅ ئ C [1-10 .]عند  ̅̅ CD̅̅   أنسر ̅̅ ⊥ AB̅̅ ط ) ̅̅ بشر

CD̅̅ ومد  على المحيط( تقع Dأن  DE̅̅ . نصف Eلتتقاطع مع المحيط عند   ̅̅  مركز الدائرة.  F. ندعىي أن  Fعند   ̅̅

 

 [ 1- 3: ]1- 2-3الشكل 

 من ذلك أن النقطة  
ً
ض بدلا ي لا تقع على الوتر  Gافير

ئ  مركز الدائرة. هي ، DE، التر GA̅̅ أنسر GB̅̅و   GC̅̅̅̅ و  ̅̅ أن  . لاحظ̅̅

∠ACG = ∠ACD + ∠DCG .  من الواضح أن ∠DCG >  0.  

ي 
▲   فز ACG   و▲ BCG  :AC =  CB ،حسب البناء   GA =  GB (  ي

  CGالضلع  قطر حسب الفرضية(، و  لأنهما نصفز

ك.  = ACG∠أن  [، نجد 8- 1] حسبمشير ∠BCG  لذلك، كل زاوية هي زاوية قائمة. لكن .∠ACD قائمة حسب الإنشاء، 

= DCG∠  لذلك  DCG∠لكن   .0  >  تناقض.   هذا  ، 0 

DE̅̅ومن ثم، لا يمكن أن تكون أي نقطة مركز الدائرة بخلاف النقطة الموجودة على   ي  جميع أنصاف الأقطار  لأن. ̅̅
متساوية فز

= FEالطول و    FD  تب على ذلك أن  . هذا يثبت ادعاءناF●مركز  هي  ، DEنقطة منتصف   ،F، يير
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 بديل: اثبات 

 

 

ي الكائنات ال  الإثبات
ي الإثبات أعلاه: لأن  منشأةفكر فز

ED̅̅ فز ̅̅ ⊥ AB̅̅ ED̅̅ و ̅̅ AB̅̅ ينصف  ̅̅ ، كل نقطة متساوية البعد عن ̅̅

ز   ED̅̅يجب أن تقع على   Bو   Aالنقطتي  ، يجب أن يقع  Bو   A كل من   [. نظرًا لأن المركز بعيد بنفس القدر عن2 # ، 1-10]  ̅̅

ED̅̅ المركز على  ا على مسافة متساوية من ̅̅
ً
ED̅̅   ، فإن المركز هو نقطة منتصفDو   E. وبما أن المركز يجب أن يكون أيض ̅̅ 

ي ي  . 1-1-3  اللازمة
نصف مر الخط أو الشعاع أو القطعة التر

ُ
ي دائرة عموديًا عير مركز الدائرة.  ت

 أي وتر فز

ز هو الخط  . 2-1-3  اللازمة ز ثابتتي  ي تمر عير نقطتي 
يصل  الذي الخط  الذي يُنصف عموديًا  المحل الهندشي لمراكز الدوائر التر

 . ز ز النقطتي   بي 

ي تنصف  الخطوطفإن  ثلاث نقاط على محيط دائرة،  A ،B ،Cإذا كانت   . 3-1-3  اللازمة
سوف  عموديًا   AB ،BCالوترين  التر

 مركز الدائرة.  عند تتقاطع 

 تمارين

 [. 1-1- 3اثبت ]لازمة.  -1

 [. 2-1- 3. لازمة] اثبت -2

 [. 3-1- 3. لازمة] اثبت -3

  



112 
 

 نقاط على خط داخل وخارج الدائرة.  . 2󠄀-3 قضية

ز لأ  : ا الخط المار بهمو  محيط دائرة علىي نقطتي 

ز 1) ي الخط( تشكل النقاط بي 
 وترًا )أي أنها تقع داخل الدائرة(.  ،على المحيط ،نهايتر

 خارج الدائرة.  الخط الأخرى ( تقع نقاط 2󠄀)

ئ  الإثبات ز  𝐁و   𝐀حيث   𝐂● أنشر ئ و  𝐂●  على محيط أي نقطتي   . ندعي أن:     ⃡ 𝐀𝐁  أنشر

(1 ) 𝐀𝐁 ⃡      هو وتر  ●𝐂. 

ي ليست على      ⃡ 𝐀𝐁 ( جميع نقاط 2󠄀)
𝐀𝐁̅̅ التر  تقع خارج الدائرة.  ̅̅

 

 [ 2- 3: ]2- 2-3الشكل 

 

AB̅̅ على  Dخذ أي نقطة   ئ   ̅̅ CD̅̅ و  CA̅̅̅̅ وأنسر ADC∠أن . لاحظ CB̅̅̅̅ و  ̅̅ > ∠ABC  [ ؛ لكن،  16-1] حسب 

∠ABC =  ∠BAC  لأن▲ CAB  [ ز ADC∠ [. لذلك، 5-1متساوي الساقي  > ∠BAC =  ∠DAC  . [،  29-1]حسب

AC >  CD [1 -29 بالتالىي ،] CD̅̅ ، يجب أن تقع  C●أقل من نصف قطر   ̅̅ [. وبالمثل، 23-1داخل الدائرة ]تعريف  D. بالتالىي

ز   ا، نظرًا لأن  C●داخل  Bو   Aتقع كل نقطة أخرى بي  ً ي  Bو   A. أخي 
C ، AB̅̅●محيط   هما نقطتان فز وتر. هذا يثبت الادعاء ̅̅

1. 

EAبحيث إن        AE أي نقطة على  Eض  ير اف  >  BA ئ ، و ABC∠  [،16-1] حسب. CE̅̅̅̅   أنسر > ∠AEC  سبق  مما ؛   ،

∠CAE > ∠AEC  ي
تب على ذلك أنه فز ▲. يير ACE   ،CE >  CA ، بالتالىي فإن النقطة وE   تقع خارج●C  هذا يثبت .

 كمل الإثبات. ي، و 2 الادعاء

 لا يمكن أن تكون على محيط دائرة. متسامتة ثلاث نقاط أي   . 1-2-3  اللازمة

ي أو شعاع أو قطعة مع دائرة  مستقيملا يمكن أن يتقاطع خط  . 2-2-3  اللازمة
.  فز ز  من نقطتي 

 أكير

ي كل مكان باتجاه المركز.  . 3-2-3  اللازمة
 محيط الدائرة مقعر فز

 تمارين

 [. 1-1- 3اثبت ]لازمة.  -1
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 [. 2-1- 3. لازمة] اثبت -2

 [. 3-1- 3. لازمة] اثبت -3
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 . Iأوتار  . 3-3 قضية

ي دائرة،  ينوتر ي لأ
ز
نصف الخر الذي لا يمر عي  المركز  يمر عي  مركز الدائرةأحدهما إذا وفقط إذا كان ف

ُ
الوتران  ، فإن وي

 متعامدين. 

ئ  الإثبات AB̅̅حيث ب CDو   ABوالوترين   O●أنسر AB̅̅ ندعىي أن  . O●على مركز  يحتوي  ̅̅ CD̅̅ ينصف  ̅̅  إذا وفقط إذا كان  ̅̅

AB̅̅ ̅̅ ⊥ CD̅̅ ̅̅. 

 

 [ 3- 3: ]3- 2-3الشكل 

ض أن  AB̅̅ افير CD̅̅ يُنصف  ̅̅ ئ . ̅̅ OD̅̅ و  OC̅̅̅̅  أنسر ي ، ̅̅
▲  فز CEO   و▲ DEO  :CE =  ED الفرضية،   حسبOC =  OD  لأن

ك.   O  ،EO●كل منهما نصف قطر   = CEO∠  [، 8-1] حسبمشير  ∠DEO  بما أنهما زاويتان متجاورتان، فكل منهما .

AB̅̅ زاوية قائمة، وبالتالىي   ̅̅ ⊥ CD̅̅ ̅̅. 

ض أن  AB̅̅ افير ̅̅ ⊥ CD̅̅ = OC. لأن ̅̅  OD  ،▲ CDO   ؛ ز = OCD∠  [، 5- 1] حسبمتساوي الساقي  ∠ODC . 

ي  
▲فز OEC   و▲ OED : ∠OCD =  ∠ODC،  ∠CEO =  ∠DEO  لأن AB̅̅ ̅̅ ⊥ CD̅̅ EO̅̅ الضلع ، ويتشاركان ̅̅ - 1] حسب. ̅̅

26  ،]▲ OEC ≅▲ OED ،لذلك  CE =  ED .لأن  CD̅̅ ̅̅  = CE̅̅̅̅ ⊕ ED̅̅ ̅̅ ، AB̅̅ CD̅̅ يُنصف  ̅̅  .  هذا يثبت ادعاءنا ، ̅̅

ي من ال
ا إثبات الجزء الثائز

ً
 بهذه الطريقة:  قضيةيمكن أيض

 أن [، نجد 47-1] حسب .الإثبات

OC2 = OE2 + EC2 

OD2 = OE2 + ED2 

 

= OCلأن   OD ، فإن OC2 = OD2  ، تب على ذلك EC2 أن  يير = ED2  .  ،لذلكEC =  ED. 

ي دائرة ينصف الآخر عموديًا.  . 1-3-3  اللازمة
ز فز  الخط الذي ينصف عموديًا أحد وترين متوازيي 



115 
 

ي دائرة هو قطر الدائرة العمودي عليهم   . 2-3-3  اللازمة
المحل الهندشي لنقاط المنتصف لنظام من الأوتار المتوازية فز

 جميعًا. 

ي المركز، فإن الجزأين ال . 3-3-3  اللازمة
ز متحدئر ي الطول. إذا تقاطع خط مع دائرتي 

ز متساويان فز ز الدائرتي  ز بي   مقطوعي 

ك عموديًا.  . 4-3-3  اللازمة ز ينصف الوتر المشير ز متقاطعتي  ز مركزي دائرتي   الخط الذي يصل بي 

ز صحيحان حسب ، نأي منهاثبت إذا بحيث   قةعلا نبينه[  1. لازمة، 3-3[، ]3-3[، ]1-3: ]ملاحظة قاعدة فإن الأخريي 

 التماثل. 

 تمارين

ي دائرة مقابل زاوية قائمة عند نقطة معينة، فإن المحل الهندشي لنقطة المنتصف يكون دائرة. وقف إذا  -1
 وتر فز

 [. 1. لازمة، 3- 3] اثبت -2

 [. 2. لازمة، 3- 3] اثبت -3

 [. 3. لازمة، 3- 3] اثبت -4

 [. ]انظر الفصل الأخي  للحصول على حل.[4. لازمة، 3- 3] اثبت -5

 . IIالأوتار  . 4-3 قضية

ط أن يكون أحدهما على الأكير قطرًا، فإنهما لا ينصفان بعضهما البعض.  ين وتر لأي  ي دائرة بشر
 فز

ئ الدائرة الإثبات ط أن يكون أحدهما على الأكير قطرًا و أن  CD و  AB والوترين   O● : أنسر  يتقاطعان عند  CD و  AB بشر

E   حيث ∠AEC > AB̅̅ . إذا  0 CD̅̅ و  ̅̅ ئ  O إنهما لا يحتويان قطرين، فليستا  ̅̅ OE̅̅ . أنسر OE̅̅ ومد  ̅̅ . ندعىي أنه   FG̅̅̅̅ لإنشاء  ̅̅

AE لا يمكن أن  = EB  و CE = ED  . 

 

 [ 4- 3: ]4- 2-3الشكل 

 من ذلك أن  
ً
ض بدلا = AEافير  EB   وCE =  ED .[،3- 3] حسب  ∠OEA ،هي زاوية قائمة. وعلى نحو مماثل  ∠OEC  

= OEA∠  هي زاوية قائمة، أو  ∠OEC  لكن .∠OEC = ∠OEA + ∠AEC ،ولذلك  ∠AEC = تب على ذلك  .0    أن  يير

∠AEC > = AEC∠  و  0   تناقض. هذا ، 0 
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= AEوبالتالىي لا يمكن أن    EB  وCE =  ED،  يكمل الإثبات هذا  . 

ي   نإذا نصف وترا . 1-4-3  اللازمة
 . انقطر فإنهما  دائرة بعضهما البعض،  فز
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 . Iالدوائر غي  متحدة المركز   . 5-3القضية 

ز  ي المركز. فقطإذا تقاطعت دائرتان عند نقطتي 
 ، فإنهما غي  متحدبر

ئ  الإثبات ز يتقاطعان عند تالل ABD ●و   ABC●أنسر ي المركز.  ABD ●و   ABC●؛ ندعىي أن Bو   Aي 
 غي  متحدئر

 

 [ 5- 3: ]5- 2-3الشكل 

 من ذلك أن  
ً
ض بدلا ئ . Oلهما نفس المركز،   ABD●و   ABC●افير OA̅̅   أنسر OCD̅̅  و  ̅̅ ̅̅ . نقاط مختلفة Dو   Cو  Bو   Aحيث   ̅̅

< CDلاحظ أن   0. 

= ABC ،OA●  مركز  Oلأن   OC  لأن .O   مركز●ABD ،OA =  OD  ،؛ ومن ثمOD =  OC   حيث 

OD̅̅ ̅̅ = OC̅̅̅̅ ⊕ CD̅̅ تب على ذلك أن  ̅̅ = CD. يير CDو  0  > ي   ABD ●و   ABC●تناقض. لذلك،    هذا ، 0 
غي  متحدئر

 المركز. 

 تمارين

ي ثلاث نقاط دون أن تتطابق. ]انظر الفصل الأخي  للحصول على حل.[ -1
ك دائرتان فز  لا يمكن أن تشير
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 . IIالدوائر غي  متحدة المركز   . 6-3القضية 

ي المركز. فقطأخرى داخليًا عند نقطة  دائرة دائرةإذا قطعت 
ز غي  متحدبر  ، فإن الدائرتي 

ئ  الإثبات ط أن تتقاطع  ABC●و   ADE● أنسر ي   ADE●مع   ABC●بشر
غي    ABC●و  ADE●فقط. ندعىي أن  Aداخليًا فز

ي المركز. 
 متحدئر

 

 [ 6- 3: ]6- 2-3الشكل 

 من ذلك أن  
ً
ض بدلا ئ  O  أنالمركز، و  ا متحدت ABC●و   ADE●افير OA̅̅ مركز كل منهما. أنسر OBD̅̅ و ̅̅ ̅̅  . لاحظ أن̅̅

 BD > = BD؛ إذا كان   0  = B، فإن 0   D   و●ADE  و●ABC على عكس الفرضية. ت ، ز  تقاطعان عند نقطتي 

ز حسب الفرضية،  Oلأن  = OAهو مركز كل من الدائرتي   OB   وOA =  OD  فإن  ؛OB =  OD  و 

 OB̅̅ ̅̅ ⊕ BD̅̅ ̅̅  = OD̅̅ = BD. ومن ثم،  ̅̅ ي المركز. هذا  ، 0 
ز غي  متحدئر  تناقض. لذلك، فإن الدائرتي 
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 تفرد أطوال القطع من نقطة على القطر غي  المركز.  .7-3 قضية

ا من القطع  بخلاف نقطة على قطر دائرة  لأي
ً
ا محدود

ً
ئ عدد  لمحيط: إلى االمركز، أنشر

 ( ستحتوي القطعة الأطول من القطع المنشأة على مركز الدائرة. 1)

 . قطرًا  ( ستشكل أقصر قطعة منشأة مع أطول قطعة2)

ي القطعة إلى محيط أقرب ال على كل قطعة لها نهاية ،  الأخرىلقطع فيما يخص ا ( 3)
أي  أطول من تكون الأطول إحدى نهايتر

 . القطعة الأطول نهايةأبعد عن لها نهاية أخرى قطعة 

ز فقط من كل نقطة إلى المحيط، 4) ز متساويتي   القطر.  جانب مختلف من علىوتقع كل قطعة ( يمكن بناء قطعتي 

 

ئ  الإثبات ط أن  O● أنسر ز  Pو   Oبحيث تكون   AE̅̅̅̅  على القطر نقطة   Pبشر ز مختلفتي  ا من القطع   . نقطتي 
ً
ا محدود

ً
ئ عدد أنسر

 . الأربــع دعاءاتالا على القطر. سنثبت  PA̅̅̅̅ لاحظ أن  ، إلخ(. PA ،PB ،PCإلى المحيط )  Pمن 

 

 EAG●[  7- 3: ]7- 2-3الشكل 

ي تمر عير   ، هي PA̅̅̅̅أطول قطعة،  -1
 .Oالقطعة التر

ئ   OB̅̅ أنسر = OA،  أن ضحاو من ال. O●هي نقطة على   Bحيث   ̅̅  OB . من هذا نحصل علىي  

PA =  OA +  OP =  OB +  OP . ي
▲  فز OPB  لأن :OB +  OP >  PB [، 20- 1] حسب  PA >  PB هذه  . لأن

 . منشأةهي أطول من كل القطع ال PA̅̅̅̅ باستخدام هذه الطريقة، فإن  منشأةنطبق على أي قطعة المتباينة ت

 

ي الاتجاه المعاكس،  PA̅̅̅̅ امتداد  -2
 ة. أالمنش  كل القطعمن   ، أقصر PE̅̅̅̅ فز

ئ  OD̅̅  أنسر ي و ̅̅
▲  فز OPD :[،  20-1] حسبOP +  PD >  OD .لأن ،OD =  OE =  OP +  PE ،فإن 

OP + PD > OP + PE 
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PD > PE 

 أقصر من كل القطع المنشأة.  PE̅̅̅̅ باستخدام هذه الطريقة، فإن منشأة هذه المتباينة صحيحة لأي قطعة لأن 

 

 EAG●[  7- 3: ]8- 2-3الشكل 

ي القطعة إلى محيط أقرب ال على كل قطعة لها نهاية ،  الأخرىلقطع فيما يخص ا  -3
أي  أطول من ( PAالأطول )إحدى نهايتر

PA)أي  القطعة الأطول أبعد عن قطعة لها نهاية  >  PB >  PC >  PD .) 

ئ   OC̅̅ أنسر ي ، ̅̅
▲  فز POB  و▲ POC  :OB =  OC و OP̅̅ ك.  ̅̅ = POB∠ لأن مشير  ∠POC + ∠BOC  أن ، نجد

∠POB >  ∠POC .[24- 1] حسب ،  PB >  PC  ،وبالمثل .PC >  PD. 

ز اليتساوى طول   -4 ،ال، وفقط قطعتي  ز ز  قطعتي  ز مع القطر اللتي  ز متساويتي    على جانبوتقع كل منهما يصنعان زاويتي 

= PDالقطر )أي  مختلف من  PF .) 

ئ O عند  = POF∠  ، أنسر ∠POD   ئ ▲ فيما يخص . PF̅̅̅̅وأنسر POD   و▲ POF :  OD =  OF  ،OP   ،ك مشير

= POD∠و ∠POF  .[، 4-1] حسبحسب الإنشاء▲ POD ≅ ▲ POF ، ولذلك  ∠OPF = ∠OPD  و 

 PD =  PF. 

= PDتساوي  Pندعىي أنه لا يمكن إنشاء قطعة ثالثة من    PFا و  ض أنير . اف
ً
= PG أنهذا ممكن  PD .  عندها 

PG =  PF ،  أعلاه.  3 الادعاءيتعارض مع هذا 

 . هذا يكمل الإثبات

ز   تأنشئ إذا  . 1-7-3  اللازمة ز متساويتي    ينصف Pإلى محيط الدائرة، فإن القطر المار بـ   Pمن النقطة   PD  ،PFقطعتي 

∠ DPF  ز  . المتشكلة بالقطعتي 

ي أنصاف أقطارها   هي  P  ت إذا كان. 2-7-3  اللازمة
ك للدوائر التر  : فإن، وما إلى ذلك،  PA  ،PB ،PC، PDالمركز المشير

ي نصف قطرها هو القطعة 1)
- 3]تعريف  Aوتتقاطع معها عند   O●( تقع خارج  PAنصف قطر لها   P●) الأكير ( الدائرة التر

4 .] 
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ي نصف قطرها هو القطعة 2)
 .Eتقاطع معها عند تو  O● ( داخلPEنصف قطر  لها   P● )الأصغر ( تقع الدائرة التر

ي  O●  مع  طعاقت( تPD)مثل الأخرى ( الدائرة ذات أي من أنصاف الأقطار 3)
ز )مثل   فز  (. D ،Fنقطتي 

 تمارين

 [. 1-7- 3اثبت ]لازمة.  -1

 [. 2-7- 3. لازمة] اثبت -2

 7-3]  ملحوظة
 
: إذا غ ا لأي علاقة ي   [ هي توضيح جيد للتعريف المهم التالىي

ً
  مُعرفة مقدار هندشي موضعه باستمرار وفق

ا، وإذا احتفظ بنفس القيمة طوال الوقت، يُقال إنه ثابت )مثل
ً
 نصف القطر لدائرة ثابت(.  ما أنجيد

ي الانخفاض، فيقال إنه ولكن إذا ز 
ي الشكل السابق،   " الأقصى"اد المقدار لبعض الوقت ثم بدأ فز

عندما تتوقف الزيادة. لذلك فز

PA   ض أنها تدور حول ي نفير
ي الدائرة، هي  Pالتر

 . كير القطعة الأ وتلتفر

ي الزيادة، فهي الأ  تلبعض الوقت، ثم بدأ  تمرة أخرى، إذا انخفض
  عند  صغر فز

ّ
ض أنها  PEبداية الزيادة. لذا فإن ي نفير

، التر

ي الدائرة، هي الأ  Pتدور حول  
 وفر توضيحات أخرى لهذا المفهوم. ت[ س8-3. ]صغر وتلتفر
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 أطوال القطع من نقطة خارج الدائرة وتفردها.  . 8-3القضية 

ط أن  تتقاطع مع محيط الدا ، من تلك النقطة،تأنشئإذا   ،لأي نقطة خارج دائرة ، واحدة على  قطع بشر ز ئرة عند نقطتي 

" أو المقعر من المحيط.  " أو المحدب من المحيط والأخرى على "الداخلىي ي ضالجانب "الخارج  قطعة منشأة تمر   افير

 : فإنمركز الدائرة. عي  خلال مركز الدائرة وأخريات داخل نفس نصف الدائرة ولكن ليس 

 عي  المركز.  كي  ( تمر القطعة الأ 1)

ي الطول من 2󠄀)
ز
 بعد. الأ ( تكون القطع الأقرب إلى القطعة المارة عي  المركز أكي  ف

ي تمر عي  المركز عند مدها.  صغر لمحيط المحدب، فإن القطعة الأ إلى اقطع  تأنشئ( إذا 3)
 هي القطعة التر

ي ( 4)
ز
 أصغر من القطعة الأبعد.  صغر القطع الأخرى، تكون القطعة الأقرب من القطعة الأ  ف

ز ( م5) ز متساويتي  نفس  لمحيط المقعر أو المحدب، وكلاهما يصنع إلى ان النقطة خارج الدائرة، يمكن إنشاء قطعتي 

 مع الخط المار عي  المركز. الزاوية 

ز محيطمن ال نقطة خارج الدائرة إلى أي المتساوية أو أكير من  قطع ( لا يمكن إنشاء ثلاثة 6)  . ي 

ئ  الإثبات ي الشكل أدناه. سنثبت كل ادعاء على حد، وج O●خارج   P، والنقطة  O●أنسر
 . ىميع النقاط المشار إليها فز

 

 O●[  8- 3: ]9- 2-3الشكل 

 تمر عير المركز.  كير القطعة الأ  -1

= OAلاحظ أن   OB  ولذلك  AP =  OA +  OP =  OB +  OP . ي
▲  فز BOP :OB +  OP >  BP [1-20 .]

APلذلك،   >  BP . 
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 O●[  8-3: ]10- 2-3الشكل 

ي الطول من القطع الأبعد. بتكون القطع الأقرب إلى القطعة المارة    -2
 المركز أكير فز

ي  
▲فز BOP   و▲ COP :OB =  OC ،OP  ك، و < BOP∠  مشير  ∠COP  ،لذلك .BP >  CP [1 -24  ،وبالمثل .]CP >

 DP .إلخ ، 

ي تمر عير المركز عند مدها.  صغر محيط محدب، فإن القطعة الأ إلى قطع  تأنشئ إذا  -3
 هي التر

ي  
▲فز OFP :OF +  FP >  OP =  OE +  EP  [1-20 .]لأن  OF =  OE أن ، نجدFP >  EP. 

 أصغر من القطعة الأبعد.  صغر من القطع الأخرى، تكون القطعة الأقرب من الأ  -4

ي 
▲فز GOP   و▲ FOP  :GO =  FO   ،OP  ك، و < GOP∠   مشير  ∠FOP .[،  24-1] حسبGP >  FP  ،وبالمثل .

HP >  GP. 

ز  -5 ز متساويتي    ةوياز نفس اللمحيط المقعر أو المحدب، وكل منهما يصنع إلى امن النقطة خارج الدائرة، يمكن إنشاء قطعتي 

 مع الخط المار عير المركز. 

ئ  = POI∠بحيث إن   POI∠  أنسر ∠POF [1 -23 و ،] ي
▲فز IOP   و▲ FOP :  IO =  FO   ،OP̅̅ ك، و  ̅̅  مشير

 ∠IOP = ∠POF  .[، 4- 1] حسبحسب الإنشاءIP =  FP ي القطعتان
المتطلبات المذكورة أعلاه،   FPو   IP. تستوفز

 . ادعاءنا يثبت  هذا 

. أي  لا يمكن إنشاء ثلاث قطع متساوية أو أكير من  -6 ز  نقطة خارج دائرة إلى أي من المحيطي 

= IP  حصلنا على أعلاه،   FPندعىي أنه لا يمكن إنشاء قطعة ثالثة من .  P ساوي تIP   وFP ض أن هذا ممكن و أن . افير

PK =  PF4حسب الادعاء   ،. ولكن  ،PK >  PF  .هذا التناقض يثبت ادعاءنا . 

ي الدائرة عند   PI̅إذا مدت   . 1-8-3  اللازمة
= PL، فإن  Lلتلتفر  PB . 

ز من   تأنشئ إذا  . 2-8-3  اللازمة ز المتساويتي  ينصف الزاوية   P عير إلى المحيط المحدب أو المقعر، فإن القطر  Pالقطعتي 

ي   ،بينهما، وتكون الأجزاء المقطوعة
ي الطول.  ، الدائرةتقطعها التر

 متساوية فز

ي أنصاف أقطارها قطع منشأة من   Pإذا كان   . 3-8-3  اللازمة
ك للدوائر التر  : فإن، O●إلى محيط   Pهو المركز المشير
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ي 
 [. 4- 3]تعريف   O● بـ   تكون متصلة خارجيًا ( PE)  صغر يكون نصف قطرها هو القطعة الأ أ( الدائرة التر

ي يكون نصف قطرها هو القطعة الأ 
 .O●يكون متصلة داخليًا بـ  ( PA)  كير ب( الدائرة التر

ي  
ز )  O ●مع تتقاطع ( PF) الأخرى القطع يكون نصف قطرها أي من ج( الدائرة التر  (. F ،Iعند نقطتي 

 تمارين

 [. 1-8- 3اثبت ]لازمة.  -1

 [. 2-8- 3. لازمة] اثبت -2

 [. 3-8- 3. لازمة] اثبت -3
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 .IIمركز الدائرة  . 9-3قضية 

ي يمكن منه بناء ثلاث قطع متساوية أو أكير إلى المحيط 
 مركز تلك الدائرة.  هي  النقطة داخل الدائرة التر

ئ  الإثبات  . ABC●هو مركز   D. ندعىي أن DCو  DBو   DAوالقطع المتساوية  ABC●أنسر

 

 [ 9-3: ]11- 2-3الشكل 

ئ   AB̅̅أنسر ز  مونصفه  BC̅̅̅̅ و  ̅̅ ئ  10-1على التوالىي ] ،Fو   Eا عند النقطتي  GEDK̅̅[. ثم أنسر ̅̅ ̅̅ LDFH̅̅و   ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅ . 

ي 
▲  فز AED   و▲ BED :ED̅̅ ك،   ̅̅ = AEمشير  EB و ،DB =  DA   لأن كل منهما نصف قطر●ABC .[  8-1] حسب ▲

AED ≅ ▲ BED ،ولذلك  ،∠AED =  ∠BED ولذلك،؛  ∠AED   و  ∠BED   زاوية قائمة. كل منهما 

GEDK̅̅ لأن ̅̅ ̅̅ ̅̅ ⊥ AB̅̅ GEDK̅̅  و  ̅̅ ̅̅ ̅̅ AB̅̅ينصف   ̅̅ GEDK̅̅هو نقطة على   ABC ●[ تنص على أن مركز  1 لازمة. ، 3-1، ]̅̅ ̅̅ ̅̅ . وبالمثل،  ̅̅

LDFH̅̅هو نقطة على   ABC ●فإن مركز  ̅̅ ̅̅ GEDK̅̅. لأن ̅ ̅̅ ̅̅ LDFH̅̅و  ̅̅ ̅̅ ̅̅  .ABC●هو مركز   D، فإن  Dيتقاطعان عند   ̅

 : اثبات بديل

= AD لأن الإثبات  LD ، ي الالقطعة
ي ت[. وبالمثل، فإن 1 لازمة. ، 7-3المركز ] تمر عير   ADL ∠نصف  ت  تر

نصف  القطعة التر

∠ BDA  ذعير المركز. ومن ثم، فإن نقطة تقاطع هتمر  ، ز  ، هي المركز.  Dين المنصفي 
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 تفرد الدوائر.   -10-3القضية 

كتإذا  ي  دائرتان  اشير
ز
ز ف  متطابقتان. ، فإنهما  من محيطيهما أكير من نقطتي 

ئ  الإثبات . ندعىي أن  DAB ●و   ABC●أنسر ز كتي 
ز مشير ط أن يكون بينهما أكير من نقطتي   يتطابقان.  DAB●و   ABC●بشر

 

 [ 10-3: ]12- 2-3الشكل 

ض أن  ي ثلاث نقاط   DAB●و  ABC●افير
كان فز ,A)تشير B, C)  من .P  مركز ،●ABC ئ ؛ لأن كل   PA، PB، PC  القطع ، أنسر

= PAمنهم نصف قطر،    PB =  PC . 

ا مركز  Pمحيطها، فإن إلى  PCو  PBو   PAنقطة يمكن منها إنشاء ثلاثة قطع متساوية  Pدائرة و   DAB●لأن 
ً
هي أيض

●DAB [3 -9  .][  1- 3]تعريف  حسب●ABC  و● DAB   .تتطابقان، مما يثبت ادعاءنا 

ز غي  متطابلا   . 1-10-3  اللازمة ز يمكن لأي دائرتي  ي أكير من نقطتي 
كان فز ز أن تشير  . قتي 

. 1 لازمة. ، 10-3على غرار ] ملحوظة ز ز غي  متطابقي  ز خطي  كة بي   [، لا يمكن أن يكون هناك أكير من نقطة مشير

 . التمارين

 [. 1- 10- 3اثبت ]لازمة.  -1
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ي تحتوي على مراكز الدوائر.  . 11-3القضية 
 القطع التر

ز على نقطة   دائرةدائرة    مستإذا  ز مركزي الدائرتي  أخرى داخليًا عند نقطة ما، فيجب أن يحتوي الخط الذي يربط بي 

 التقاطع. 

ئ  الإثبات ط أن  H● و   O●أنسر ئ Pداخليًا عند   O●تمس    H●بشر ا أنسر
ً
 . Pحتوي على  ي     ⃡ OH . ندعىي أن     ⃡ OH   . أيض

 

 [ 11-3: ]13- 2-3الشكل 

 من ذلك أن  
ً
ض بدلا ط أن H●مركز  هي  Eافير ئ    ⃡ OPعلى  لا تقع  E بشر OE̅̅. مد  EP̅̅̅̅ ، وأنسر   Dو  Cعند   H●لتتقاطع مع   ̅̅

ز   O●نقطة على قطر   E. لأن Bو   Aعند   O●وتتقاطع مع  > A  ،EAو  Oبي  EP [3-7 .] 

= EAلاحظ أن   EC +  CA .لأن  CA >  0 ،EA >  EC . ا أن
ً
= EPلاحظ أيض  EC  لأن كل منهما نصف قطر ●H ،

EAلذلك  و  >  EP  لكن .EA < EP يوضح أن مركز الدائرة الداخلية،  أعلاه؛ هذا تناقضH  يجب أن يقع على ،OP ⃡     أي  ؛

ئ قولنا أن. Hيحتوي على      ⃡ OP أن   يكمل الإثبات.  هذا  ، Pيحتوي على       ⃡ OH هذا يكافز

 : بديل اثبات

، فإن Eعير المار من القطر   ليست جزءولكن  O●إلى محيط   O●من نقطة داخل الدائرة  منشأة قطعة  EPلأن  الإثبات

ي يكون مركزها  
ا عند تمسها [ و 2 لازمة. ، 3-7] Pعند  H●قطع  ت EPنصف قطرها  و  Eالدائرة التر

ً
 فرضية،حسب ال  Pأيض

ي  تناقض. حجة مماثلة تنطبق على جميع النقاط  هذا 
OP̅̅على   تليس التر OP̅̅على  O●. وعلى هذا، يجب أن يقع مركز  ̅̅ ̅̅ . 
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 .Iالدوائر المتقاطعة  .12󠄀-3القضية 

ي ت، فإن فقطإذا تقاطعت دائرتان خارجيًا عند نقطة 
ز  صل القطعة التر  حتوي على نقطة التقاطع. تمركزي  هما بي 

ئ  الإثبات ز يتقاطعان خارجيًا عند النقطة  تالل PDE●و   PCF●أنسر AG̅̅ ندعىي أن   .Pي   . P على   يحتوي  ̅̅

 

 [ 12-3: ]14- 2-3الشكل 

ئ   APE̅̅أنسر ̅̅ ئ لما ورد أعلاه هو أن ̅̅ APE̅̅. ادعاء مكافز ̅̅  .Gتحتوي على   ̅̅

 من ذلك أن  
ً
ض بدلا APE̅̅على  لا يقع و  PDE●مركز  هي  Bافير ̅̅ ئ  ̅̅ AB̅̅. أنسر ي ت، ̅̅

عند  PCF●و   Dعند   PDE● مع  تقاطعالتر

C   تقاطع عند تولكن لاP  ئ ا، أنسر
ً
ا لفرضيتنا،   .BP̅̅̅̅. أيض

ً
= APوفق  AC  وBP =  BD بالتالىي . 

AC +  DB =  AP +  BP 

ا أن 
ً
AB̅̅ لاحظ أيض ̅̅ = AC̅̅̅̅ ⊕ CD̅̅ ̅̅ ⊕ DB̅̅ CDحيث ̅̅ > تب على ذلك؛   0  AB  أن  يير >  AC +  DB  حسب المعادلة .

ABالمذكورة أعلاه،   >  AP +  BP . 

ي 
▲  فز APB أضلاع: نجد أن أحد  ▲ APB ،ز الآخرين ، يقع مركز  لذلك[. 20-1]مع  تناقضي   هذا  أكير من مجموع الضلعي 

●PDE   علىAPE̅̅ ̅̅ AG̅̅يحتوي   . Gعند  ̅̅ هان.  هذا ، و Pعلى  ̅̅  يكمل الير

 : ثبات بديلإ

ض أن مركز  الإثبات ي لا تمر عير  PCF●من نقطة خارج   منشأةقطعة BP̅̅̅̅. لأن BP̅̅̅̅يقع على   PDE●افير
إلى محيطها والتر

ي يكون مركزها  
 [. 3لازمة. ، 3-8] Pعند   PCF●يجب أن تقطع الدائرة   BP̅̅̅̅  نصف قطر  و  Bالمركز إذا مدت، فإن الدائرة التر

، يجب  PE̅̅̅̅قطعة بخلاف  هي أي   BP̅̅̅̅  لأنتناقض.  هذا الفرضية، و  حسب Pعند   PCF●تمس كهذه   ومع ذلك، فإن دائرة

 .PE̅̅̅̅على   PDE●أن يقع مركز 

هنة[ يمكن كتابتهما  12- 3[ و ]11-3ملحوظة ] ي أي نقطة، فإن المركزين وهذه النقطة  تماست واحدة: "إذا    كمير
دائرتان فز

." هذه حالة حدية  ا يكونو  ز هنة متسامتي  ي ]للمير
ز  4 لازمة. ،  3- 3المعطاة فز ز مركزي دائرتي  [: "الخط الذي يربط بي 

ك  ز ينصف الوتر المشير  عموديًا."متقاطعتي 
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ض أن  12-3: ]15- 2-3الشكل  ا أن  Bو  Aلهما نقطتا تقاطع،  ′O● و   O●[، افير
ً
ض أيض ثابتة بينما تتحرك  تظل  A. افير

ط أن تتطابق النقطة  ي النهاية، مع   ،Bالدائرة الثانية بشر
̅̅′OO . لأن القطعة Aفز ̅̅ AB̅̅تنصف دائمًا   ̅ ̅̅′OO ، فإن̅̅ ̅̅ . A  مع تقاطعت̅

ك   يصبح الوتر نتيجة لهذه الحركة،  CD̅̅المشير  .Aمماسًا لكل دائرة عند   ̅̅

ي تقاطع.  تماستإذا   . 1-12-3  اللازمة
ي   )أي دائرتان، فإن نقطة تقاطعهما هي اتحاد نقطتر

عند حساب عدد النقاط التر

. اعتبار دائرتان، يمكننا  التتقاطع عندها  ز  (نقطة التقاطع هذه نقطتي 

كة أخرى. ماست تإذا   . 2-12-3  اللازمة ي نقطة، فلا يمكن أن يكون لهما أي نقطة مشير
 دائرتان فز

 

 [2 لازمة. ، 2-3: ]16- 2-3الشكل 

ز ] كتي  ز مشير ز لا يمكن أن تحتويا على أكير من نقطتي  ئ  تماسهما [ ونقطة  10- 3وذلك لأن أي دائرتي  ، فلا يمكن أن  تكافز ز نقطتي 

ز   ز متماستيكون لدائرتي  كة. فيما يلىي إثباتي 
 هذه اللازمة: ل  صوري أي نقطة أخرى مشير
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ئ   ض أن هي نقطة التقاطع، و  Aحيث   ′O●و  O●أنسر ز   ′O افير ي محيط   Bخذ أي نقطة أخرى   . Aو  Oتقع بي 
،  O●فز

ئ  O′B̅̅ وأنسر ̅̅ O′B [، 7-3] حسب. ̅ > O′A  لذلك، تقع .B  خارج محيط الدائرة الداخلية. ومن ثم، لا يمكن أن تكونB   

كة  . نظرًا  لمشير ز كة أخرى باستثناء ةاعتباطينقطة  Bالنقطة لأن  كلتا الدائرتي  ز أي نقطة مشير ، لا يمكن أن يكون للدائرتي 

 .Aالنقطة 
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 .IIالدوائر المتقاطعة  . 13-3القضية 

ز أن  ز داخليًا أو خارجيًا.  تتماسا لا يمكن لدائرتي  ي نقطتي 
ز
 ف

:  الإثبات ز ي  التماسالداخلىي و  التماسنقسم الإثبات إلى حالتي   الخارجر

 

 [ 13-3: ]17- 2-3الشكل 

ز  الداخلىي  التماسحالة  ز مختلفتي  ض وجود دائرتي  ز ، ADB●و   ACB●: افير ز  الداخليًا عند متماستي  . لأن Bو  Aنقطتي 

ز   ز الدائرتي  ز مركزيــهما عير ، تمر القطعAعند  متماستي  ز مركزيــهما A [3-11ة الواصلة بي    [. وبالمثل، تمر القطعة الواصلة بي 

ز  Bعير  ز والنقطتي  ز الدائرتي  AB̅̅يقعون على  Bو   A. ومن ثم، فإن مركزي هاتي  AB̅̅  لذلك ، و ̅̅ ̅̅  
 
. ن ز صف  قطر لكل من الدائرتي 

AB̅̅ ي المركز. هذا يتناقض مع ]  هي  E: من الواضح أن Eعند   ̅̅
ز متحدئر ، أي إن الدائرتي  ز [، وبالتالىي  5-3مركز كل من الدائرتي 

●ACB   و●ADB  . ز  لا يتماسان داخليًا عند نقطتي 

ي  ز   H ●و   E●دائرتان ال مست: إذا حالة التماس الخارج  مختلفتان، حسب نقطتان  Jو   Iحيث  ب Jو   Iخارجيًا عند النقطتي 

EH̅̅[، تحتوي  3-12] ز   ̅̅ ، تمختلف غي   Jو  I؛ بعبارة أخرى،   Jو   Iعلى النقطتي  ز ،  هذا  ي  لا تتماسان   H ●و   E●تناقض. وبالتالىي

  . ز  خارجيًا عند نقطتي 

 : إثبات بديل لحالة التماس الداخلىي 

ا ينصف   الإثبات
ً
ئ خط AB̅̅أنسر ، وحسب ][، يمر هذا الخط عير مركز كل من الدائرت 1 لازمة. ، 1-3عموديًا. حسب ]  ̅̅ ز [  11-3ي 

.   ذا [ يجب أن يمر عير كل نقطة تقاطع، وه12- 3و ] ز ز أن تتماسا عند نقطتي   تناقض. ومن ثم، لا يمكن لدائرتي 

ز  التماسأنه إذا احتسبت نقطة  أي [ 1 لازمة. ، 12-3من ]  مباسرر  استدلالهي هذه القضية  ملحوظة أي  ، فإن بنقطتي 

ز سيكونان ز مكافئ تماسي  ز ]تقاطعات لأربعة ي  تب على ]10-3؛ لكن لا يمكن أن يكون هناك أكير من تقاطعي  - 3[. كما أنه يير

ز دائرتتماست أي  أنه إذا  ،[2 لازمة. ، 12 ، لا  A عند النقطة ) ي  كة؛ وبالتالىي
(، فلا يمكن أن يكون بينهما أي نقطة أخرى مشير

ي  
 .  Bيمكنهما التماس مرة أخرى فز

 تمارين
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ز  مستإذا  -1 ز خارجيًا، فإن الفرق بي  ز ثابتتي  ز  عن مركزها  بعديدائرة ذات مركز غي  ثابت دائرتي  ز الثابتتي  مركزي الدائرتي 

ي قطريــهما، حسب نوع التماس
( يساوي فرق أو مجموع نصفز ي ي  نوع نفس ال؛ ما إذا كان )داخلىي أو خارجر

ز للفز ز    أو  حالتي  نوعي 

ز   [. 4-3]تعريف   مختلفي 

ز داخليًا  مست إذا  -2 ز ثابتتي  الدائرة الثابتة الأخرى خارجيًا أو داخليًا، فإن  ومستدائرة ذات مركز غي  ثابت إحدى دائرتي 

ز يساوي مجموع أو  عن مركزها بعدي مجموع  ز الثابتتي  ي قطريــهما فرق مركزي الدائرتي 
، حسب نوع التماس بالدائرة  نصفز

 ما إذا كان داخليًا أم خارجيًا.  الثانية؛

ز افير  -3 ئ أي قاطع خلال نقطة التقاطع  تتماسانض أن دائرتي  ز بحيث خارجيًا. إذا أنسر ي    ،مرة أخرى ، يقطع الدائرتي 
فز

، فإن أنصاف الأقطار ال ز ز  منشأةنقطتي  ز النقطتي   . ]انظر الفصل الأخي  للحصول على حل.[انتمتوازي  إلى هاتي 

ز  -4 ض أن دائرتي 
ي  تتماسان افير

ز  هاخارجيًا. إذا كان القطران فز ز الدائرتي  ، فإن الخط الممتد من نقطة التقاطع إلى  تي  ز متوازيي 

 لآخر. ]انظر الفصل الأخي  للحصول على حل.[ل نهاية لقطر منهما يمر عير نهاية 
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 تساوي أطوال الأوتار . 14-3القضية 

ي دائرة إذا تتساوى 
ز
 المركز. كانت متساوية البعد عن   ،وفقط إذا  ،الأوتار ف

ئ  الإثبات ي فيها  O●أنسر
AB̅̅  انالوتر التر CD̅̅و  ̅̅ = AB. ندعىي أن ̅̅  CD  كانت    إذا وفقط إذاAB̅̅ CD̅̅و ̅̅ ي  ̅̅

البعد عن   متساويتر

 المركز. 

 

 [ 14-3: ]18- 2-3الشكل 

 

ض = AB أن افير  CD ئ OE̅̅ ، أنسر ̅̅ ⊥ AB̅̅ OF̅̅̅̅  و ̅̅ ⊥ CD̅̅ = EO. ندعىي أن ̅̅  FO. 

ئ   AO̅̅أنسر AB̅̅. لأن CO̅̅̅̅و  ̅̅ ي   ̅̅
OE̅̅و   O●وتر فز OE̅̅، فإن Eمن المركز إلى   منشأةقطعة عمودية   ̅̅ AB̅̅تنصف   ̅̅ [؛ أو  3-3] ̅̅

AE =  EB،وعلى نحو مماثل .  CF =  FD .لأن  AB =  CD الفرضية،   حسبAE =  CF . 

2(AO)قائمة،    OEF∠لأن   =  (AE)2  +  (EO)2 [ وبالمثل،  47- 1حسب .](CO)2  =  (CF)2 + (FO)2 .   بما أن

(AO)2  =  (CO)2  و(AE)2  =  (CF)2  لدينا ،(EO)2  =  (FO)2  وبالتالىي ،EO =  FO. 

ض = EO إنشاء افير  FO    لما ورد أعلاه. ندعىي أن  هةمشاببطريقةAB =  CD. 

ئ   AO̅̅أنسر 2(AE)[ وعلى نحو مماثل للإثبات أعلاه،  47-1] حسب. CO̅̅̅̅و  ̅̅  +  (EO)2  =  (CF)2  +  (FO)2  حيث

(EO)2  =  (FO)2 فرضيتنا. ومن ثم   حسب(AE)2  =  (CF)2 وبالتالىي ،AE =  CF  لكن .AB =  2 ·  AE و 

 CD =  2 ·  CF  [ 3-3حسب]،  لذلك و  AB =  CD. 

 تمارين

ز   -1 ي إذا انزلق وتر ذو طول معي 
 دائرة ثابتة، فعندئذٍ:  فز

 )أ( يكون المحل الهندشي لنقطة المنتصف دائرة؛ 

 )ب( يكون المحل الهندشي لأي نقطة ثابتة على الوتر دائرة. 
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 تباين أطوال الأوتار.  . 15-3القضية 

ي الدائرة،  
ز
 ن الأقرب إلى المركز هو الأطول. و ي وترين يكلأالقطر هو أطول وتر ف

ئ  الإثبات ي  O● أنسر
AB̅̅  ها قطر التر CD̅̅ انالوتر فيها و  ̅̅ ط  EF̅̅̅̅و   ̅̅ CD̅̅  أن يكونبشر  : أن . ندعىي EF̅̅̅̅من   Oأقرب إلى   ̅̅

(1 )AB̅̅ ي الدائرة ؛  ̅̅
 هو أطول وتر فز

(2 )CD̅̅ ̅̅ > EF̅̅̅̅ ؛ 

 الأوتار الأقصر. ( الأوتار الأطول أقرب إلى المركز من 3)

 

 [ 15-3: ]19- 2-3الشكل 

AB̅̅( ندعىي أن 1) ي الدائرة.  ̅̅
 هو أطول وتر فز

ئ   OD̅̅و  OC̅̅̅̅أنسر OE̅̅و   ̅̅ OG̅̅ وكذلك   ̅̅ ̅̅ ⊥ CD̅̅ OH̅̅ و   ̅̅ ̅̅ ⊥ EF̅̅̅̅ لاحظ أن .AB =  OA +  OB =  OC +  OD . ي
 فز

 ▲ CDO  :(OC +  OD) >  CD [ لذلك،20-1حسب .] AB >  CD  لأن اختيار .CD̅̅ هذا يكمل ، اعتباطيًا كان    ̅̅

 الإثبات. 

CD( ندعىي أن 2) >  EF. 

CD̅̅لأن  تب عن ذلك أن  EF̅̅̅̅من   Oأقرب إلى    ̅̅ > OGحسب الفرضية، فإنه يير OH  [3-14 .]   لأن▲ OGC   و▲ OHE 

2(OC)مثلثان قائمان، نجد أن   =  (OG)2  +  (GC)2  و  (OE)2  =  (OH)2  + (HE)2  .  بما أنOC =  OE ،

(OG)2  +  (GC)2  =  (OH)2  +  (HE)2 .   لكن(OG)2  < (OH)2،  لذلكو  (GC)2 > (HE)2 .   تب على ذلك يير

GCأن  >  HE  بما أن .CD =  2 ·  GC  وEF =  2 ·  HE [،  3-3] حسبCD >  EF. 

 ( الأوتار الأطول أقرب إلى المركز من الأوتار الأقصر. 3)

ض أن  < CDافير  EF ندعىي أن .OG < OH . 

ي السابق، نجد أن 
2(OG)كما فز  +  (GC)2  =  (OH)2  +  (HE)2. ،حسب فرضيتنا (GC)2 > (HE)2.   لذلك

(OG)2  < (OH)2 بالتالىي ، و  OG < OH . 

 تمارين. 
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 نقطة داخل دائرة هو العمودي على القطر الذي يمر عير تلك النقطة. عير أقصر وتر يمكن بناؤه  -1

. أي   من -2 ز ئ وتر يساوي طول وتر معي   نقطة، داخل دائرة أو خارجها، أنسر

ي التقاطعمن إحدى  -3
ئ قاطع   نقطتر ، أنسر ز ز دائرتي   بي 

ط أ) ز مجموع  أن يكن( بشر ز المقطوع الجزئي  ز   ي   هو الأقصى؛  بالدائرتي 

 أي طول أقل من الأقصى. يكون له )ب( 

ض أن دوائر  -4 AB̅̅الوترين   مد و  Cو  Bو   Aبعضها البعض خارجيًا عند  تمس  افير ز منهم AC̅̅̅̅و   ̅̅ بالدائرة الثالثة   ليلتقيا  ا لاثني 

ز   ي النقطتي 
DE̅̅أن اثبت . Eو   Dفز ز ا  يوازيهو قطر الدائرة الثالثة و  ̅̅ ز لقطعة الواصلة بي  ز الأخريي   . مركزي الدائرتي 
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 العمودي علىي قطر دائرة.  . 16-3القضية 

مع المحيط عند نقطة فقط، وأي قطعة أخرى تمر بنهاية القطر تتقاطع مع   )من نهايته(  على قطر دائرة  العمود يتقاطع 

 . ز ي نقطتي 
ز
 الدائرة ف

ئ  الإثبات ي فيها النقاط  C ●أنسر
AB̅̅على محيطها حيث   Hو   Bو  Aالتر  C● قطر  هو  ̅̅

ً
ئ  . أيض BH̅̅ا أنسر ⊥  ⃡ BI و  ̅̅ AB̅̅ حيث   ̅̅

 : أن . ندعىي Bعند  C● مع     ⃡ BIيتقاطع 

(1 )BI ⃡     تمس●C   عندB فقط؛ 

(2 )BH̅̅  .C●  تقطع  ̅̅

 

 [ 16-3: ]20- 2-3الشكل 

 

 فقط.  Bعند  C●  مس ي   ⃡ BI:  1الادعاء 

ض أن  ئ القطعة    ⃡ BIعلى  هي أي نقطة  Iافير 2(CI)قائمة،    CBI∠لأن   . CI̅وأنسر  =  (CB)2  +  (BI)2 [ 47- 1حسب  .]

تب علىي ذلك 2(CI)أن  يير > (CB)2 لذلك  ، وCI >  CB[ 2-3. حسب  ،]I   تقع خارج●C وبالمثل، فإن كل نقطة أخرى .

ي  
 فقط.  Bعند   C●مع     ⃡ BIتقاطع ي. ومن ثم، C●  تقع خارج   Bباستثناء     ⃡ BIفز

BH̅̅:  2󠄀الادعاء   .C●تقطع   ̅̅

ئ  CG̅̅̅̅ أنسر ⊥ BH̅̅ تب علىي ذلك أن  ̅̅ 2(BC). يير  =  (CG)2 + (GB)2 .   لذلك(BC)2 > (CG)2 ، ولذلك 

 BC >  CG[ يجب أن تقع  2-3. حسب ،]G  داخل●C  وبالتالىي إذا مدت ،BG̅̅ ا مع  ̅̅
ً
  Hعند  C●، يجب أن تتقاطع أيض

 وبالتالىي تقطعها. 

 هذا يكمل الإثبات

 تمارين
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ي المركز  -1
ز متحدئر ي  لأي دائرتي 

ي الطول. ]انظر الفصل  تمس ، جميع أوتار الدائرة الأكير التر
الدائرة الأصغر تكون متساوية فز

 الأخي  للحصول على حل.[ 

ئ خط موازٍ لأ -2  دائرة. أي  يمسخط  ي أنسر

ا عموديًا على  -3
ً
ئ خط  . أي دائرةيمس  أي خطأنسر

ئ دائرة مركزها عند نقطة معينة -4  أنسر

؛ تمس  )أ( و 
ً
 معينا

ً
 خطا

 دائرة معينة. مس  )ب( وت

 ؟ كم عدد الحلول لهذه الحالة

ئ دائرة   -5 ز  لها أنسر ز  تمس و نصف قطر معي  ز  خطي   ؟ . كم عدد الحلول معيني 

ي  -6
ز جد المحل الهندشي لمراكز نظام من الدوائر التر  . تمس أي خطي 

ئ دائرة لها  -7 . تمس أي خط أو  وأيدائرة وتمس أي نصف قطر أي أنسر ز  دائرتي 
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 . Iالمماسات للدوائر  . 17-3القضية 

 دائرة من نقطة خارج الدائرة. ي من الممكن بناء مماس لأ

ئ  الإثبات ط أن تكون  Pو   O●أنسر ي بناء O●خارج   Pبشر
 .O●لـ    BP̅̅̅̅  مماسال. نرغب فز

 

 ( α  ( ) β [ )  17-3: ]21- 2-3الشكل 

ئ نصف  OC̅̅ ومد OC̅̅̅̅قطر  الأنسر ̅̅ OP̅̅  لإنشاء   ئ الدائرة  . ̅̅ ي مركزها  O1● أنسر
OP̅̅ و نصف قطرها   O التر ئ  ،  ̅̅  أيضا أنسر

CA̅̅̅̅ ⊥ OP̅̅ ئ  ̅̅ OA̅̅. أنسر ي ، ̅̅
ي   O●  مع تقاطعت  التر

ئ  Bفز  . O●هي المماس المطلوب لـ   BP̅̅̅̅. ندعىي أن BP̅̅̅̅، وأنسر

= OAفإن ، O1● و  O●مركز   Oلأن   OP   وOC =  OB . ي
▲  فز AOC   و▲ POB :OA =  OP  ،OC =  OBوكل ، 

= BOC∠  شاركت ي مثلث  ∠AOC =  ∠POB[ 4-1. حسب  ،]▲ AOC ≅ ▲ POB ،  لذلك و 

∠OCA = ∠OBP. 

. حسب التعريف، فإن  Bعند  O●  تمس BP̅̅̅̅[،  16- 3]  قائمة، وحسب OBP∠؛ وبالتالىي الإنشاء قائمة حسب  OCA∠لكن  

BP̅̅̅̅   هي مماس لـ●O  عند النقطةB ، يثبت ادعائنا.   هذا 

 

OE̅̅وأنشئت  AE̅̅̅̅لإنشاء   AC̅̅̅̅إذا مدت   . 1-17-3  اللازمة ي لـ   D .DPعند   O●، فستقطع ̅̅
 . Pعند   O●هو المماس الثائز

 تمارين

ز أثبت أن المماس -1 PD̅̅و   PB̅̅̅̅  ي  ي ] ̅̅
ي الطول لأن مربــع كل منهما يساوي مربــع  17- 3فز

OP̅̅[ متساويان فز ناقص مربــع نصف   ̅̅

 القطر. 



139 
 

2-  
ً
ز الآخرين.  ا إذا كان الشكل الرباعىي محيط  يساوي مجموع طولىي الضلعي 

ز ز متقابلي   بدائرة، فإن مجموع طولىي أي ضلعي 

3-  
ً
ا، ومن ثم يتق ا إذا كان متوازي الأضلاع محيط

ً
 المركز.  عند اطع قطريه بدائرة، فلا بد أن يكون معين

BD̅̅إذا أنشئت  -4 OP̅̅وتقاطعت مع  ̅̅ OP̅̅ ، فعندئذٍ Fعند   ̅̅ ̅̅ ⊥ BD̅̅ ̅̅ 

ز هو قطعة )تسم المحور  -5 ز لدائرتي  ز متساويي  (.  أو خط القوة  الأساشي المحل الهندشي لتقاطع مماسي  ز  للدائرتي 

ط أن  -6 النقطة بالمركز الأساشي للدوائر  . )تسم هذه متساوية  ثلاث دوائر منها إلى أي تكون المماسات جد نقطة بشر

 الثلاث(. 

OFالمستطيل اثبت أن  -7 · OP   يساوي مربــع نصف قطر●O :بالنسبة إلى المتعاكسة النقاط  نحدد موقع . )ملاحظة●O .

 انظر التعريف أدناه.( 

ز يقف مقابل زاوية ثابتة عند المركز.  بواسطةالجزء المقطوع على مماس متغي   -8 ز ثابتي   مماسي 

ئ  -9 ط أن تكون الأوتار المقطوعة ذات أطوال معينة.  أنسر ز بشر . وضح كيفية بناء قطعة تقطع دائرتي  ز ا لدائرتي 
ً
ك  مماسًا مشير

 [. 1-17-3. لازمة] اثبت -10
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 .IIالمماسات على الدوائر  . 18-3القضية 

 خط دائرة، فإن القطعة من مركز الدائرة إلى نقطة التقاطع مع الخط تكون عمودية على الخط.   مسإذا 

ئ  الإثبات ئ  على محيطها، و  Cالنقطة  حيث  O● أنسر ا أنسر
ً
OC̅̅̅̅  فإن، O● مس      ⃡ CDوندعىي أنه إذا  .    ⃡ CDأيض ⊥ CD ⃡    . 

 

 [ 18-3: ]22- 2-3الشكل 

 من ذلك أن 
ً
ض بدلا OG̅̅قطعة أخرى  افير ط أن منشأة  ̅̅ OG̅̅من المركز بشر ̅̅ ⊥ CD ⃡      تقطع  حيثOG̅̅ . لأن Fالدائرة عند   ̅̅

 لكن [، 19- 1[. حسب ]17- 1] ة حاديجب أن تكون  OCG ∠  قائمة حسب الفرضية، الزاوية OGC∠  الزاوية

 OG̅̅ ̅̅ = OF̅̅̅̅ ⊕ FG̅̅̅̅ وOC =  OF لذلك، و  OC < OG ، تناقض. ومن ثم هذاOC̅̅̅̅ ⊥ CD ⃡    . 
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 . IIIالمماسات للدوائر   -19-3القضية 

ي من نقطة التقاطع عي  مركز الدائرة.  يمر خط مماس لدائرة،  لأي
 العمودي المبتز

ض أن   الإثبات ⊥    ⃡ AB . ندعىي أنه إذا كان CDA●مماس لـ       ⃡ ABافير AC̅̅̅̅ ، فإنAC̅̅̅̅   يحتوي على مركز●CDA. 

 

 [ 19-3: ]23- 2-3الشكل 

ض خلاف ذلك:  ئ و   CDA●  مركز  Oأن   افير AO̅̅  أنسر OAC∠ أنلاحظ . ̅̅ > OA̅̅ و   CDA●يمس        ⃡ ABلأن . 0 مبنية من ̅̅

OA̅̅ نقطة التقاطع،  المركز إلى  ̅̅ ⊥ AB ⃡     [ 18- 3حسب  .]لأن  AB ⃡    ⊥ AC̅̅̅̅حسب الفرضية ،∠OAB و∠CAB انقائمت . 

تب على ذلك أن  = CAB∠يير  ∠OAB  و  ∠CAB =  ∠OAB +  ∠OAC ،  بالتالىي و، ∠OAC =  0   

OAC∠و >  . AC̅̅̅̅، المركز يقع على  لذلكتناقض.  هذا ، 0 

نفس النقطة، فإن المحل الهندشي لمراكزها يكون عموديًا   عند الدوائر نفس الخط مست مجموعة من إذا   . 1-19-3  اللازمة

 على الخط عند النقطة. 

ض أن لدينا دائرة وأي   . 2-19-3اللازمة  ي لنفير
ز من الآئر  : اثني 

 )أ( مماس للمحيط؛ 

ي )ب( قطعة أو شعاع أو خط 
 من مركز الدائرة إلى نقطة التقاطع.  مستقيم مبتز

 زوايا قائمة عند نقطة التقاطع. )ج( 

(، فقد يكون من  ج( و )أ[، وقاعدة التماثل، تنتج الخاصية المتبقية. إذا كان لدينا )19-3[، ] 18-3[، ] 16-3حسب ] فإنه

وري مد   [. 3-3[ و ]1. لازمة، 1-3قطعة أو شعاع إلى مركز الدائرة: هذه حالات حدية لـ ]الالصرز
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 الزوايا عند مركز الدائرة وعلى المحيط.  .2󠄀0-3القضية 

 لمحيط. من امركز الدائرة هي ضعف الزاوية عند المحيط عندما يقف كل منهما على نفس قوس  عند الزاوية الموجودة 

ئ  الإثبات ي نصف قطرها  E●أنسر
ئ EB̅̅̅̅التر  . ندعىي أنE●هي نقاط على محيط   Dو   Cو   Aحيث   BAC∠ و  BEC∠  ، وأنسر

∠BEC =  2 · ∠BAC =  2 · ∠BDC. 

 

 [ 20-3: ]24- 2-3الشكل 

 

ئ   AEF̅̅أنسر ̅̅ ي ،  ̅
▲  فز EAB :لأن  EA =  EB[ 6-1، حسب ] ∠EAB =  ∠EBA  وبالتالىي 

 ∠EAB +  ∠EBA =  2 · ∠EAB 
ّ
= BEF∠ . بما أن ∠EAB +  ∠EBA  [ 32-1حسب ،] 

 ∠BEF =  2 · ∠EAB  ي
▲. وبالمثل فز EAC ،∠FEC =  2 · ∠EAC . تب على ذلك  أن يير

∠BEC =  ∠BEF +  ∠FEC =  2 ·  (∠EAB +  ∠EAC)  =  2 · ∠BAC 

 

ئ   GD̅̅أنسر BD̅̅و  ̅̅ CD̅̅و   ̅̅ = GEC∠أن . بحجة مماثلة لما سبق، يمكننا إثبات ̅̅  2 · ∠EDC  و  ∠GEB =  2 · ∠EDB  بما .

 
ّ
= BEC∠ أن  ∠GEC −  ∠GEB أن، نجد 

∠BEC =  2 ·  (∠EDC −  ∠EDB)  =  2 · ∠BDC 

   وهذا يُكمل الإثبات. 

 نصف دائرة هي زاوية قائمة.  علىالزاوية  . 1-20-3  اللازمة
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 الزوايا على الأوتار.  . 2󠄀1-3القضية 

ي 
ز
ي أي ف

ز
 القياس. دائرة، الزوايا الواقفة على نفس القوس متساوية ف

ئ  الإثبات ئ  E●أنسر = BAC . ندعىي أن: BFCعلى نفس القوس   BDC∠  و  BAC∠، وأيضا أنسر  ∠BDC. 

 

 [ 21-3: ]25- 2-3الشكل 

= BEC∠  [، 20- 3حسب ]  2 · ∠BAC =  2 · ∠BDC  أو ∠BAC =  ∠BDCهذا يثبت ادعاءنا .. 

 

ز  . لأي 1-21-3  اللازمة ▲مثلثي  ACB  و▲ ADB   يقفان على نفس القاعدةAB̅̅ وزاويتا الرأس لهما متساويتان وعلى نفس   ̅̅

 . نفس الدائرةتقع على   Bو  Dو   Cو   A، فإن النقاط الأربــع  من القاعدةالجانب 

ز نقطت Bو   Aإذا كانت   . 2-21-3  اللازمة ز  ثابتتي  ت  ي  ّ
ط أن  C وإذا غي  طوال  نفس القياس  ACB∠  زاويةللكون ي موضعها بشر

 قاعدة المثلث والزاوية الرأسية، يكون المحل الهندشي للرأس دائرة(. إذا علمت دائرة. )أو:  Cالوقت، يكون المحل الهندشي لـ  

 تمارين

 ندشي قاعدة المثلث والزاوية الرأسية، جد المحل الهإذا علمت  -1

 قاطع أعمدته؛ ت)أ( ل

ي 
 القاعدة؛ )ب( لتقاطع المنصفات الداخلية لزاويتر

ي )ج( لتقاطع المنصفات الخارجية 
 القاعدة؛ لزاويتر

ي لزاوية   . خرىقاعدة والمنصف الداخلىي للأ لل)د( لتقاطع المنصف الخارجر

، اثبت أن مجموعها هو الأقصى عندما تكون   مربعي أيمجموع   إذا علمت  -2 ز ي الطول. قطعتي 
ز فز  القطعتان متساويتي 

ي لها نفس القاعدة وزاوية الرأس، أثبت أن مجموع أضلاع المثلث  -3
ز كل المثلثات التر ز هو المن بي   . الأكير متساوي الساقي 

ي دائرة،  -4
ز كل المثلثات المدرجة فز  . الأكير هو المثلث متساوي الأضلاع محيط من بي 
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ز جميع الأشكال،  -5 ز من الأضلاع، تكون المدرجة داخل  من بي  ي لها عدد معي 
عندما تكون   الأكير  مساحةال نفس الدائرة، التر

 الأضلاع متساوية. 

 [. 1- 20- 3]لازمة.  اثبت -6

 [. 1- 21- 3. لازمة] اثبت -7

 [. 2- 21- 3. لازمة]اثبت  -8
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 أشكال رباعية مدرجة داخل دوائر.  . 2󠄀2󠄀-3القضية 

ز مجموع  ز متقابلتي  ي أي  أي زاويتي 
ز
. شكل ف ز ز قائمتي  ي دائرة يساوي زاويتي 

ز
 رباعي مدرج ف

ئ شكل رباعىي   الإثبات ي   ABCDأنسر
ز أي . ندعىي أن مجموع E●مدرج فز ز متقابلتي  ي الشكل  زاويتي 

ز   ABCDفز يساوي زاويتي 

 . ز  قائمتي 

 

 [ 22-3: ]26- 2-3الشكل 

 

ض أن  ز راديان = زاويت  π افير ز  قائمتي  ئ القطرين ي  BD̅̅و   AC̅̅̅̅، وأنسر ̅̅ 
ّ
  ، ADعلى القوس   انقفت ACD∠  و  ABD∠ . بما أن

∠ABD =  ∠ACD [ وعلى نحو مماثل،21-3حسب .] ∠DBC =  ∠DAC  ،على القوس   انا تقفملأنهDC بالتالىي . 

∠ABC = ∠ABD +  ∠DBC 

               =  ∠ACD +  ∠DAC 

 من هذا، نحصل علىي 

∠ABC +  ∠CDA = ∠ACD +  ∠DAC +  ∠CDA 

▲الجانب الأيمن من المعادلة هو مجموع الزوايا الداخلية لـ  حيث  ACD . 

 [، 32- 1راديان حسب ] π  هذا المجموع يساوي لأن

∠ABC +  ∠CDA = π  راديان 

 وعلى نحو مماثل، 

∠DAB + ∠BCD = π  راديان 

 يثبت ادعاءنا.    هذا )مع مراعاة ما يقتضيه اختلاف الحال(، 
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، فيمكن أي إذا كان مجموع  . 1-22-3  اللازمة ز ز قائمتي  ي الشكل الرباعىي يساوي زاويتي 
ز فز ز متقابلتي  الشكل  إحاطة زاويتي 

 . بدائرة الرباعىي 

ي دائرة، فهو  مدرج إذا كان متوازي الأضلاع  . 2-22-3  اللازمة
 طيل. مستفز

 تمارين

ز   تإذا كان -1 ز مكملتي  ز متقابلتي  ،  لبعضهما البعض  كل زاويتي  ي الشكل الرباعىي
 فإن الشكل دائري. فز

ي شكل رباعىي دائري تصنع زوايا متساوية مع الزوج الآخر   -2
ي تصنع زوايا متساوية مع زوج من الأضلاع المتقابلة فز

القطعة التر

 . والقطرين

سقط عمودي على منصف الزاوية بينهما من نقطة تقاطع أمتقابلان من الشكل الرباعىي الدائري ليتقطعا و  ضلعانإذا مد  -3

ز القطرين. القطري  ن، فإن العمودي سينصف الزاوية بي 

ي شكل سداشي دائري،  -4
، فإن  علىإذا توازى زوجان من الأضلاع المتقابلة فز ز )الالتوالىي ز المتبقيي  ي ضلعي 

من   (الزوج المتبفر

ا. االأضلاع متوازي
ً
 ن أيض

ز إذا تقاطعت دائرتان عند النقط -5 ز  وأنشئت Bو   A  تي  ACD̅̅ أي قطعتي  ̅̅ ̅̅    ،BFE̅̅ ̅̅ ي  Bو   A  عير  ̅
ز فز ز إحدى الدائرتي  ، قاطعتي 

ز   ز   Eو   Cالنقطتي  ي النقطتي 
CE̅̅̅̅ فإن  ،Fو   Dوالأخرى فز ∥ DF̅̅̅̅. 

ي تصل رؤوس المثلث الأصلىي بالرؤوس  أضلاع مثلثات متساوية الأضلاع على  تأنشئ إذا  -6
أي مثلث، فإن القطع التر

ي االمقابلة 
 لمثلثات متساوية الأضلاع تتقاطع. فز

ي   -7
ا متساوي الأضلاع.  منشأةثبت أن مراكز الدوائر الا ، 6 # فز

ً
 حول المثلثات متساوية الأضلاع تكون مثلث

ز  -8 ز الموجودتي  ئ شكل رباعىي حول دائرة، فإن الزاويتي  ز مقابل  ينعند المركز إذا أنسر ز الواقفتي  ز ضلعي  ز تكون مكملتي    متقابلي 

 . لبعضهما البعض

، فإنه يقف مقابل زاوية قائمة عند المركز.  -9 ز ز متوازيي   إذا التفر مماس متحرك مع مماسي 

ز  أي  المركز من شكل سداشي دائرة، فإن مجموع الزوايا الواقفة مقابل  أحاطإذا  -10 ثلاثة أضلاع متبادلة يساوي زاويتي 

 . ز  قائمتي 

 [. 1-22-3. لازمة] اثبت -11

ي قضية. 1-22- 3 لازمة. [ و ]22- 3، أعد كتابة نتائج ]11 #بعد الانتهاء من    -12
 [ فز

 [. 2-22-3. لازمة] اثبت -13
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 تفرد الأقواس.  . 2󠄀3-3القضية 

ز على نفس الجانب من نفس الوتر.  ز وغي  متساويي  ز متشابهي   لا يمكن بناء قوسي 

ئ  الإثبات AB̅̅ أنسر ز   . ̅̅ ز وغي  متساويي  ز متشابهي  ض إنشاء قوسي  AB̅̅على نفس الجانب من   ADBو  ACBافير ئ ̅̅ ADC̅̅   . أنسر ̅̅ ̅̅  

DB̅̅و   CB̅̅̅̅و  ̅̅. 

 

 [ 23-3: ]27- 2-3الشكل 

= ADB، ∠ADB  مشابه لـلقوس ACBبما أن القوس    ∠ACB   [ ويثبت  16-1[؛ هذا يتناقض مع ] 10- 3حسب ]تعريف

 ادعائنا. 
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 تساوي الأقواس المتشابهة.  . 2󠄀4-3القضية 

ي تقف على أوتار متساوية تكون متساوية. 
 الأقواس المتشابهة التر

ئ  الإثبات = AB أنسر  CD  ز ط أن   CFDو   AEB  والقوسي  = AEB. ندعىي أن AEB~ CFDبشر  CFD. 

 

 [ 24-3: ]28- 2-3الشكل 

= ABبما أن    CD بقت ، إذا
ُ
AB̅̅  ط CD̅̅على  ̅̅ ط أن تتطابق النقطة  ̅̅ ، حينها يتطابق  Dمع   Bوتتطابق النقطة  Cمع   Aبشر

AB̅̅الوتر   CD̅̅مع   ̅̅ ي كل نقطة ]  ا تطابقي، يجب أن AEB~ CFDلأن . ̅̅
 [. هذا التناقض يثبت ادعاءنا.  23-3فز

ي الطول، متطابقةالالأوتار  . 1-24-3  اللازمة
ا  متساوية فز

ً
ا. ال؛ لذلك فإن الأقواس أيض

ً
 متشابهة متطابقة أيض
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 إنشاء دائرة من قوس.  . 2󠄀5-3القضية 

لم 
ُ
ي أي قوس إذا ع

ز
 الدائرة. هذه دائرة، من الممكن إنشاء  ف

ي  ABCالقوس  إذا علمت  الإثبات
ئ  ، F●  فز  .F●أنسر

 

 [ 25-3: ]29- 2-3الشكل 

,Aخذ أي ثلاث نقاط   B, C   على القوسABC   ئ AB̅̅. أنسر ̅̅ ،  BC̅̅̅̅  نصف .AB̅̅ ئ  E عند  BC̅̅̅̅  و  D  عند  ̅̅ DF̅̅̅̅. أنسر ⊥ AB̅̅ و  ̅̅

EF̅̅̅̅ ⊥ BC̅̅̅̅ ندعىي أن .F ، تقاطع نقطةDF̅̅̅̅   وEF̅̅̅̅ .هو مركز الدائرة المطلوبة ، 

AB̅̅ينصف ويتعامد مع   DF̅̅̅̅لأن  ي  ̅̅
[. وبالمثل، يقع مركز 1 لازمة. ، 3 -1] DF̅̅̅̅قوسًا فيها يقع على ABC، فإن مركز الدائرة التر

ي  
 .EF̅̅̅̅قوسًا فيها على   ABCالدائرة التر

 . هذا يُكمل إثباتنا ، EF̅̅̅̅و  DF̅̅̅̅هو تقاطع  Fلأن 
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 .𝐈الزوايا والأقواس  . 2󠄀6-3القضية 

ي الدوائر المتساوية، تقف الزوايا المتساوية عند 
ز
 المركز أو على المحيط على أقواس متساوية. ف

ئ  الإثبات ز  أنسر ز المتساويتي  ز عند المركزينو  H ●و   G●  الدائرتي  ز المتساويتي  ي   BGC∠  : الزاويتي 
ي   EHF∠و  G●فز

. H●فز

ئ  ز أيضا أنسر ز المتساويتي  ي  BAC∠الزاويتي 
ي  EDF∠على المحيط و  Aحيث   G●  فز

على المحيط. ندعىي أن   Dحيث   H●  فز

 .ELFالقوس   = BKCالقوس  

 

 [ 26-3: ]30- 2-3الشكل 

ئ   ي و EF̅̅̅̅و  BC̅̅̅̅أنسر
▲  فز BGC   و▲ EHF  :BG =  EH  وGC =  HF  و  ∠BGC =  ∠EHF [ 4-1. حسب ،] 

 ▲ BGC ≅ ▲ EHF لذلك ، و  BC =  EF . 

BAC∠ ، [ 20- 3حسب ] =
1

2
 . ∠BGC   و∠EDF =

1

2
 . ∠EHF  .  لأن∠BGC =  ∠EHF حسب الفرضية  ،

∠BAC =  ∠EDF  قوس  ال[، 10-3. حسب ]تعريفBAC ~ قوس  الEDF[ القوس  24-3. وحسب ،]BAC =   القوس

EDF. 

ي القياس، وبالتالىي القوس H ●و   G ●  ،[ 1-3حسب ]تعريف  
 يثبت ادعاءنا.   هذا  . ELFقوس   =  BKC متساويتان فز

ي شكل رباعىي دائري فإن أحد قطريه يجب أن يكون قطر للدائرة المحيطة.  . 1-26-3  اللازمة
ز فز ز متقابلتي   إذا تساوت زاويتي 

ي دائرة تقطع أقواسًا متساوية.  . 2-26-3  اللازمة
 الأوتار المتوازية فز

ز بالوترين يساوي  عند إذا تقاطع وتران  . 3-26-3  اللازمة ز المقطوعي  ز المتقابلي  أي نقطة داخل دائرة، فإن مجموع القوسي 

ز عندما تكون نقطة تقاطعهما على المحيط.   القوس الذي يقطعه الوتران الموازيان للوترين السابقي 

ز يساوي القوس الذي يقطعه الوتران   عند إذا تقاطع وتران  ز المقطوعي  ز القوسي  أي نقطة خارج دائرة، فإن الفرق بي 

ز عندما تكون نقطة تقاطعهما على المحيط.   الموازيان للوترين السابقي 

ي الدائرة هو نصف دائرة.  . 4-26-3  اللازمة
ز فز ز المقطوعي  ز المتقابلي   إذا تقاطع وتران عموديًا، فإن مجموع القوسي 

 رينتما

 [. 1- 26- 3اثبت ]لازمة.  -1
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 [. 2- 26- 3. لازمة] اثبت -2

 [. 3- 26- 3. لازمة] اثبت -3

 [. 4- 26- 3]لازمة.  اثبت -4
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 .𝐈𝐈الزوايا والأقواس  . 2󠄀7-3القضية 

ي الدوائر المتساوية، تكون الزوايا عند المراكز أو 
ز
ي تقف على أقواس متساوية ،اتالمحيط على ف

ي القياس.  ،التر
ز
 متساوية ف

ئ  الإثبات ز  أنسر ز المتساويتي  ئ  H ●و   G●  الدائرتي  ز وأنسر ز المتساويتي   على( و AOB،  ∠DHE∠) المركزين عند  الزاويتي 

ز محيط ال ز ( الACB، ∠DFE∠)  ي  ز على  انتقف لتي  ز متساويي  AOB∠   (. ندعىي أن: AGB  ،DKE)  قوسي  = ∠DHE  و 

∠ACB = ∠DFE . 

 

 [ 27-3: ]31- 2-3الشكل 

ز عند المركزين لز ا  فيما يخص ض أنا(. AOBK ∠DHE∠)اويتي  AOB∠ فير > ∠DHE  و ∠AOL =  ∠DHE  لأن .

ز  ز متساويتي  ، فإن القوس  الدائرتي  LB[. لاحظ أن القوس  3-26] DKEالقوس   = AGLمن جميع النواجي >  0. 

 و AGLالقوس   = AGBالقوس   لذلك حسب الفرضية. و  DKEقوس  ال = AGBلكن القوس  

ضنا أن مماثل تناقض. تناقض  هذا  ، (LB  =0القوس  )حيث  (LBالقوس   ⊕ AGL= القوس   AGBالقوس  ) ينتج إذا افير

∠AOB < ∠DHE ،لذلك .  ∠AOB =  ∠DHE . 

ز  ز على المحيطي  . 2 لأن. فيما يخص الزاويتي  ∠ACB = ∠AOB  2  و · ∠DFE =  ∠DHE   [ 20-3حسب،]  

∠ACB = ∠DFE  . الإثباتهذا يكمل  . 
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 .𝐈الأوتار والأقواس  . 2󠄀8-3القضية 

ي الدوائر المتساوية، تقسم الأوتار ذات الأطوال المتساوية المحيطات إلى أقواس متساوية
ز
.  ،ف  على التوالىي

ئ  الإثبات ز أنسر ز المتساويتي  ز ( O ،●H●) الدائرتي  AB̅̅) والوترين المتساويي  ̅̅ ،DE̅̅ AB̅̅ (. ندعىي أن: ̅̅ DE̅̅و  ̅̅ محيط  يقسمان  ̅̅

●O   و●H ،  .DFEالقوس   =  ACBوالقوس   DKEالقوس   = AGBيكون القوس   بحيث، على التوالىي

 

 [ 28-3: ]32- 2-3الشكل 

 . الإثباتيكمل هذا  ،  كل قوس من الأقواس يساوي نصف دائرة، فإن  ت الأوتار المتساوية أقطار إذا كان

ئ   AO̅̅خلاف ذلك، أنسر OB̅̅و   ̅̅ DH̅̅و  ̅̅ HE̅̅و   ̅̅ ز . لأن ̅̅ ز متساويتي  ، فإن الدائرتي  نصف قطر كل منهما يساوي  من جميع النواجي

 [. 1-3]تعريف نصف قطر الأخرى 

ي 
▲  فز AOB  و▲ DHE  :AO =  DH  وOB =  HE   وAB =  DE .[، 8- 1] حسب  ▲ AOB ≅ ▲ DHE  ؛

AOB∠ بالتالىي  =  ∠DHE  القوس   لذلك ، وAGB  =قوس  الDKE [3 -26 .] 

ي القياس محيط   AGBCكله  لأن المحيط  
تب على ذلك ، كله  DKEFيساوي فز . هذا  DFE= القوس   ACBالقوس   أن يير

 يثبت ادعاءنا.  
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 .IIالزوايا والأقواس  . 2󠄀9-3القضية 

ي الدوائر المتساوية، تقف الأقواس المتساوية مقابل أوتار متساوية. 
 فز

ئ نأ الإثبات = AB . ندعىي أن: DKEقوس  ال = AGBحيث القوس   H●و  O●الدائرتان المتساويتان سر  DE. 

 

 [ 29-3: ]33- 2-3الشكل 

ئ    AO̅̅أنسر OB̅̅و   ̅̅ DH̅̅و  ̅̅ HE̅̅و   ̅̅ ز متساويتان . لأن ̅̅ ي القياس، والز الدائرتي 
ز  فز على  انتقفالمركزين و عند  DHE∠و AOB∠اويتي 

ز   ز متساويي   DKE [3-27 .]و   AGBقوسي 

ي 
▲  فز AOB   و▲ DHE :AO =  DH   وOB =  HE  و ∠AOB =  ∠DHE[ 4-1. حسب ،]▲ AOB ≅ ▲ DHE .

= ABلذلك،    DE ، يثبت ادعاءنا.   هذا 

ي الدوائر ذات أنصاف الأقطار المتساوية،29-3] - [ 26- 3]القضايا   . 1-29-3  اللازمة
: فز  التالىي

 [ مرتبطة بالمعتز

ي ]   -1
ي أقواسًا متساوية. 26-3فز

 [، الزوايا المتساوية تقتصىز

ي ]   -2
ي الأقواس المتساوية زوايا  27-3فز

أن الزوايا المتساوية والأقواس  على [ 27-3[ و ] 26- 3متساوية. معًا، تنص ][، تقتصىز

 . ز  المتساوية متكافئتي 

ي ]   -3
ي الأوتار المتساوية أقواسًا متساوية. 28-3فز

 [، تقتصىز

ي ]   -4
ي الأقواس المتساوية أوتارًا متساوية. معًا، تنص ]29-3فز

[ أن الأوتار المتساوية والأقواس  29-3[ و ] 28-3[، تقتصىز

ز المتساوية متكافئ  . تي 

ي الدوائر ذات أنصاف أقطار 
 الزوايا الواقفة على أقواس متساوية.  ⇒⇐زوايا متساوية  ⇒⇐متساوية، أوتار متساوية الأو: فز

ة متساوي . ملاحظة ي القضايا الأربعة الأخي 
ز فز اكب. تانلأن الدائرتي   ، فهما متطابقتان، وتتضح حقيقة القضايا بالير
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 تنصيف قوس.  . 30-3القضية 

ي تنصيف القوس المعطى  الإثبات
 .ACBنرغب فز

 

 [ 30-3: ]34- 2-3الشكل 

ئ الوتر   AB̅̅أنسر ئ D  عند ونصفه  ̅̅ DC̅̅. أنسر ̅̅ ⊥ AB̅̅   .Cمنصف عند   ACB. ندعىي أن القوس  Cيتقاطع مع القوس عند  و ، ̅̅

ئ   ي ، وBC̅̅̅̅و  AC̅̅̅̅أنسر
▲  فز ADC   و▲ BDC :AD =  DB ، ي و

كان فز DC̅̅الضلع  يشير = ADC∠ و  ̅̅  ∠BDC[ 4-1. حسب  ،]

▲ ADC ≅ ▲ BDC لذلك، و  AC =  BC. 

 . Cعند   مُنصف ACB، القوس  BCالقوس   ⊕  ACقوس  ال=  ACBقوس  ال لأن؛ BC= القوس   AC[، القوس  28- 3حسب ]

 تمارين

ض أن   -1 AD̅̅ ها نصف دائرة قطر  ABCDافير AD̅̅ و        BC لإنشاء BC̅̅̅̅. مد  BC̅̅̅̅وتر  ال فيهو  ̅̅ ض أن       AD لإنشاء ̅̅ ز ، وافير  الشعاعي 

= AB، فإن القوس  ABCDتساوي نصف قطر   CE̅̅̅̅ثبت أنه إذا كانت ا. Eعند  انيتقاطع  3 ·  CD   انظر الفصل الأخي[ .

 للحصول على حل.[

ي المنصفان   -2
ي يلتفر ي دائرة بالمحيطالداخلىي والخارجر

عند نقاط متساوية البعد   ،مرة أخرى ، للزاوية الرأسية لمثلث مدرج فز

ي القاعدة.  عن
 نهايتر

ي تقاطع  Aإذا كانت   -3
ز و أي إحدى نقطتر  دائرتي 

ُ
ئ أ ACD̅̅الوترين   نسر ̅̅ ̅̅′AC′Dو  ̅̅ ̅̅ ̅̅ ي النقاط ̅̅

ز فز ز الدائرتي  و   ′Cو  Dو   C، قاطعي 

D′ ، ز المثلثفإن ▲   ي  BCD   و▲ BC′D′   ز المتكون ز  نقطةب ل نقاط التقاطعطريق توصي عن ي    Bالثانية   تقاطع الدائرتي 

 الزوايا.  ا متساوي

ي دائرة ي  لأ ACB∠ إذا كانت الزاوية الرأسية -4
ي الدائرة مرة أخرى عند      ⃡ CDخط  ال ب مُنصفةمثلث مدرج فز

، ومن  Dالذي يلتفر

D  ئ DE̅̅العمودان  أنسر ̅̅ ،DF̅̅̅̅  ز = EA، أحدهما ممتد، اثبت أن  إلى الضلعي   BF وبالتالىي فإن 

  CE =
1

2
 (AC + BC). 
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 نظرية تاليس.  . 31-3القضية 

   ،دائرةلأي 

(1 
ُ
ز هي زاوية قائمة؛ السمت ( إذا ق ، فإن الزاوية الواقفة على أي من القوسي  ز  دائرة إلى نصفي 

، فإن الزاوية الواقفة على2󠄀) ز ز غي  متساويي   القوس الأصغر هي زاوية حادة؛  ( إذا قسمت الدائرة إلى قوسي 

، فإن الزاوية الواقفة على3) ز ز غي  متساويي   القوس الأكي  هي زاوية منفرجة.  ( إذا قسمت الدائرة إلى قوسي 

ئ  الإثبات AB̅̅والقطر   O●أنسر ط أن تكون   Eو  Dو   Cوالنقاط  ̅̅ على نصف الدائرة الآخر.   Eعلى نصف دائرة و   Dو   Cبشر

 ندعىي أن: 

(1 )∠ACB القوس   علىACB  قائمة؛زاوية 

(2 )∠ACE   على القوسACE ؛ زاوية حادة 

(3 )∠ACD   على القوسACD زاوية منفرجة؛ 

 

 [ 31-3: ]35- 2-3الشكل 

 زاوية قائمة؛  ACBعلى القوس   ACB  : 1الادعاء 

ئ نصف  ي .        AC لإنشاء  AC̅̅̅̅ومد   OC̅̅̅̅قطر  الأنسر
▲  فز AOC :لأن  AO =  OC، ∠ACO =  ∠OAC ي

 . وبالمثل فز

 ▲ OCB  ،∠OCB = ∠CBO لذلك . 

∠ACB = ∠ACO + ∠OCB 

             = ∠OAC + ∠CBO 

             = ∠BAC + ∠CBA 

ي 
▲  فز ABC :[،32-1] حسب  ∠FCB =  ∠BAC +  ∠CBA . لذلك  ،∠ACB = ∠FCB ؛  وهما زاويتان متجاورتان

 هي زاوية قائمة.  ACB∠،  لذلكو 

 زاوية حادة.  ACEعلى القوس   ACE∠  : 2الادعاء 
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ئ   ACB∠لأن . CE̅̅̅̅أنسر = ∠ACE + ∠BCE   ،∠ACB > ∠ACE  ثبتنا أن ا . لكن∠ACB   .لذلك،   هي زاوية قائمة∠ACE  

 . ةحاد

 

 [ 31-3: ]36- 2-3الشكل 

ي القوس   ACD∠:  3ادعاء 
 زاوية منفرجة؛ ACDفز

ئ   CD̅̅أنسر = ACD∠لأن . ̅̅  ∠ACB +  ∠BCD   ، ∠ACD > ∠ACB . لأن∠ACB   .زاوية قائمة ∠ACE منفرجة 

ي دائرة، فإن قطريه يتقاطعان  . 1-31-3  اللازمة
 مركز الدائرة.  عند إذا أدرج متوازي أضلاع فز

 الأقواس، مع إجراء التعديلات اللازمة. ب  أوتار بأطوال مناسبةاستبدلت [ تظل صحيحة إذا 31-3] . 2-31-3  اللازمة
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ي تقف على الوتر.  . 32󠄀-3القضية 
ز الوتر والمماس وعلاقتها بالزاوية المحيطية التر  الزاوية المحصورة بي 

ئ من نقطة تقاطع خط مماس مع دائرة وتر يقطع الدائرةإذا  ي يصنعها هذا الوتر مع المماس تساوي  أنشر
، فإن الزوايا التر

 على التوالىي الزوايا على الأقواس المتبادلة للدائرة. 

ئ  الإثبات ط أن يكون      ⃡ EFأنسر ئ الوتر   . Aعند   ABC ●مماسًا لـ      ⃡ EFبشر . ندعىي أن ABC●قطع  ت  AC̅̅̅̅لاحظ أن  ؛AC̅̅̅̅أنسر

 . ز ي حالتي 
ي يصنعها هذا الوتر مع المماس تساوي على التوالىي زوايا الأقواس المتبادلة للدائرة. سنثبت هذا فز

 الزوايا التر

 

 ( α[ ) 32-3: ]37- 2-3الشكل 

ي 1الحالة 
= ABC∠ إظهار أن: نرغب فز  ∠FAC ( ي الشكل

 (.  α فز

ئ   AB̅̅أنسر AB̅̅حيث  ب ̅̅ ̅̅ ⊥ EF ⃡     .  ئ AB̅̅  من الواضح أن، ABC●  ـمماس ل  EF̅̅̅̅لأن . BC̅̅̅̅أنسر AB̅̅ و  A  عند  ةمنشئ ̅̅ ̅̅ ⊥ EF ⃡    ،

AB̅̅[ نجد أن 19- 3حسب ] ▲زاوية قائمة؛ بما أن    ACB∠  [، 31- 3. حسب ]ABC●يمر عير مركز   ̅̅ ABC إن  مثلث، ف

ز  ز مجموع الزاويتي  + ABC∠  المتبقيتي  ∠CAB .يساوي زاوية قائمة ، 

+ ABC∠ ،الإنشاء زاوية قائمة حسب  BAF∠ لأن   ∠CAB =  ∠BAF من هذا نحصل علىي . 

 ABC =  ∠BAF −  ∠CAB =  ∠FAC ، يثبت الحالة الأولى.  هذا 

ي إثبات أن
= CAE∠ الحالة الثانية: نرغب فز  ∠CDA ( ي الشكل

 (. βفز
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 (  β [ )32-3: ]38- 2-3الشكل 

ي دائرة، فمجموع   ABCD. بما أن الشكل الرباعىي ACعلى القوس   Dخذ أي نقطة  
ز مدرج فز ز متقابلتي   كل زاويتي 

 ∠ABC +  ∠CDA [ ز ز قائمتي  FAC∠  المجموع يساوي   لذلك[ و 22-3يساوي زاويتي  + ∠CAE،لكن . 

 ∠ABC =  ∠FAC  لذلك   . 1حسب الحالة  ∠CDA =  ∠CAE . 

ة، ويك   مل الإثبات. هذا يثبت حالتنا الثانية والأخي 

 تمارين

ي حالة    -1
، فإن أي خط   تماس فز ز  متشابهة.  قطوع عير نقطة التقاطع سيقطع مُنشأ دائرتي 

ئ دائرتان و  تماستإذا  -2 ز  أنسر ي   عير أي خطي 
ز مرة أخرى(، فإن الوتر الذي يصل نقطتر ز كلتا الدائرتي  نقطة التقاطع )قاطعي 

ز دائرة يكون موازيًا للوتر الذي مع تقاطعهما  ي تقاطعهما يصل بي 
 الدائرة الأخرى. مع نقطتر

ض أن -3 ي قوس  ACB   افير
ي بالوتر   Cمماس عند      ⃡ CEدائرة، و  فز

AB̅̅)يلتفر AD̅̅ و (، Eممتد إلى ال ̅̅ ̅̅ ⊥ AB̅̅ ي نقطة  Dحيث   ̅̅
  فز

AB̅̅ صفت  ثبت أنه إذا  ا. ̅̅
ُ
DE̅̅ن = ACفإن القوس   Cعند   ̅̅  2 ·  CB. 

ABC̅̅وإذا كان  Aدائرتان عند نقطة  تماستإذا  -4 ̅̅ ز  Aوتر عير    ̅̅ ز عند النقطتي  ي بالدائرتي 
ز  ، فأثبت أن المماسCو   B، ويلتفر ي 

، وأنه عندما تكون  Cو   Bعند  ز ز متوازيي  ي بالدائرة الخارجية عند   Bالمماس عند  فإن خرى، الأ داخل  إحدى الدائرتي 
يلتفر

ي البعد عن  
ز متساويتر  .Cنقطتي 

ز يقف مقابل زاوية قائمة عند نقطة  تماستإذا  -5 ك بينهما على أي من الجانبي 
دائرتان خارجيًا، فإن المماس المشير

 طيل المحصور بالقطرين. ستالمالتقاطع، ومربعه يساوي 
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 . لأي زاويةالقطع زاوية مساوية    بحيث يحض على خط    يإنشاء قطع دائر  . 33-3القضية 

ئ  الإثبات ي إنشاء     ⃡ AB. على HGF∠  و      ⃡ ABأنسر
 . HGF∠ ـحصر زاوية مساوية لقطع دائري ي، نرغب فز

 

 [ 33-3: ]39- 2-3الشكل 

ئ نصف دائرة على   HGF∠كانت    إذا  لدائرة زاوية  [، يحصر نصف ا 31-3] حسبليكون القطع المطلوب.      ⃡ ABقائمة، أنسر

 قائمة. 

ئ  = BAE∠  خلاف ذلك، أنسر  ∠HGF ئ AC̅̅̅̅ . أنسر ⊥ AE̅̅̅̅  و BC̅̅̅̅ ⊥ AB̅̅ ض أن  ̅̅ ي ندعىي أنها ABC●قطر   AC̅̅̅̅. لنفير
، التر

 الدائرة المطلوبة. 

- 3زاوية قائمة ] CAE∠لأن  AE̅̅̅̅تمس   ABC●أيضا،   [. 31- 3قائمة ] ABC∠لأن على محيطها  B  افيه ABC●لاحظ أن 

تب على ذلك[.  16 = BAE∠  أن يير  ∠ACB . لأن ∠BAE = ∠HGF   الإنشاء حسب، ∠HGF =  ∠ACB . 

 . HGF∠ مقابل زاوية تساوي ABC●، أنشأنا قطع من      ⃡ ABعلى   لذلك و 

 تمارين

ئ  -1  الرأسية وأي من البيانات التالية:  تهوزاوي قاعدتهإذا علمت مثلث، الأنسر

 )أ( عمود. 

 )ب( مجموع أو فرق أطوال الأضلاع. 

 مربعات أطوال الأضلاع. )ج( مجموع أو فرق 

 على القاعدة. الذي )د( ضلع المربــع المدرج 
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 )هـ( المتوسط الذي ينصف القاعدة. 

  هو دائرة، فأثبت أن المحل الهندشي لجميع نقاط تنصيفها أي إذا أنشئت خطوط من نقطة ثابتة إلى جميع نقاط محيط  -2

 دائرة. 

ز  يصل الرأس لمثلث، أوجد المحل الهندشي لنقطة منتصف الخط الذي  وزاويةالقاعدة إذا علمت  -3 ز رأشي المثلثي  بي 

ز  ز على  ينمنشأالأضلاع ال المتساويي   . الجانبي 

ئ مربــع الالمحال الهندسية لرؤوس  جد نفس الحالة، ل  -4 ز على أحد  المنسر  . الجانبي 
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   . 34-3القضية 

 زاوية. ي زاوية محيطية مساوية لأ بحيث يحض  من دائرة إنشاء قطع 

ئ  الإثبات ي إنشاء قطع من  HGF∠  و  ABC ●أنسر
 .HGF∠ زاوية محيطية تساوي يقابل ABC●. نرغب فز

ئ المماس   ABC●على محيط   Aاخير النقطة   AD̅̅وأنسر AD̅̅  على. ̅̅ ئ ̅̅ = DAC∠  ، أنسر  ∠HGF ندعىي أن القطع .AC   من

●ABC القطع المطلوب.  و ه 

 

 [ 34-3: ]40- 2-3الشكل 

ئ  ACبخلاف القوس   ABC●على محيط   Bاخير أي نقطة   AB̅̅. أنسر = DAC∠  [،32-3. حسب ]BC̅̅̅̅و  ̅̅  ∠ABC  لكن .

∠DAC =  ∠HGF  لذلك  ، و الإنشاء حسب∠HGF =  ∠ABC . 

 . HGF∠  زاوية محيطية تساوي يقابل ABC●، أنشأنا قطع من  هكذا و 

  



163 
 

 على أوتار.  منشأةطيلات ال ستلم ا مساحات  . 35-3القضية 

ي إذا تقاطع وتران 
ز
ز ستالمفإن مساحة   دائرة،عند نقطة ف ز من تقسيمطيل المحتوى بالقطعتي  الوتر الأول تكون   الناتجتي 

ز ستالممساوية لمساحة  ز طيل المحتوى بالقطعتي  ي ]تعريف  تقسيم من الناتجتي 
 [. 4-2󠄀الوتر الثابز

ئ  الإثبات ي فيها  O●أنسر
AB̅̅  انالوتر التر CD̅̅و  ̅̅ ز عند نقطة. ندعىي أن  ̅̅ ز المحصورين بجزأي كل من  المتقطعي  المستطيلي 

ي المساحة 
ي أربــع حالات. الوترين متساويان فز

 وسنثبت هذا الادعاء فز

 

 1[، الحالة 35-3: ]41- 2-3الشكل 

= O ،AO●: إذا كانت نقطة التقاطع مركز  1الحالة   OB =  DO =  OC،لذلك .  AO ·  OB =  DO ·  OC. 

 

 2[، الحالة 35-3: ]42- 2-3الشكل 

ض أن  2󠄀الحالة  AB̅̅: افير CD̅̅وأن  Oمر عير  ت ̅̅ ا أنهما يتقاطعان عند ت لا  ̅̅
ً
ض أيض AB̅̅  و  Eمر؛ افير ̅̅ ⊥ CD̅̅ ̅̅. 

ئ   AB̅̅. لأن OC̅̅̅̅أنسر  [ 5-2] حسب، Eعند  على غي  تساوي و  Oبالتساوي عند   ةمقسم ̅̅

AE ·  EB + (OE)2  =  (OB)2 

= OBبما أن    OC، 
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AE . EB + (OE)2 = (OC)2 

2(OC)لكن    =  (OE)2  +  (EC)2 [ وبالتالىي 47-1حسب ،] 

AE . EB + (OE)2 = (OE)2 + (EC)2 

AE . EB = (EC)2 

 

 2[، الحالة 35-3: ]43- 2-3الشكل 

AB̅̅لأن  CD̅̅قطع  تمر عير المركز و ت ̅̅ ي ، ̅̅
AB̅̅  و  المركز بزاوية قائمة، مر عير تلا   التر CD̅̅نصف  ت ̅̅ لذلك  [. 3-3حسب ]  ̅̅

 (EC)2  =  CE ·  ED ، · AE ، وبالتالىي  EB =  CE ·  ED. 

 

 3[، الحالة 35-3: ]44- 2-3الشكل 

 

ئ القطر   -3 AB̅̅أنسر CD̅̅والذي يقطع   O●لـ   ̅̅ AB̅̅بحيث   ̅̅ CD̅̅ ليست عمودية على  ̅̅ ̅̅  . 

ئ   OD̅̅و  OC̅̅̅̅أنسر OF̅̅̅̅و   ̅̅ ⊥ CD̅̅ CD̅̅[. لأن 11- 1] ̅̅ O ،CD̅̅عير   OF̅̅̅̅مر  تحيث   OF̅̅̅̅  بـ عموديًا  ةمقطوع  ̅̅ F [3-3  ]عند مُنصفة  ̅̅

· CE[،  5- 2] حسب. Eعند  مقسمة بغي  تساوي و   ED + (FE)2  =  (FD)2. 

 [، نحصل على: 47-1المعادلة وتطبيق ] من  طرف إلى كل  2(OF)بإضافة 
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CE . ED + (FE)2 + (OF)2 = (FD)2 + (OF)2 

CE . ED + (OE)2 = (OD)2 

CE . ED + (OE)2 = (OB)2 

AB̅̅مرة أخرى، لأن   · E  ،AEبغي  تساوي عند  مقسمةو  Oعند  منصفة ̅̅  EB + (OE)2  =  (OB)2 [2-5 .] 

 

 3[، الحالة 35-3: ]45- 2-3الشكل 

تب على ذلك  أن يير

CE . ED + (OE)2 = AE . EB + (OE)2 

CE . ED = AE . EB 

ض أن كلا  -4  . Eالوترين لا يمران عير المركز وأنهما يتقاطعان عند   افير

 

 4[، الحالة 35-3: ]46- 2-3الشكل 

ئ القطر  E  عير   · FE  المستطيل، 3. حسب الحالة FG̅̅̅̅، أنسر  EG =  AE ·  EB  و FE ·  EG =  CE ·  ED .لذلك  ،

AE ·  EB =  CE ·  ED. 
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  . 1-35-3  اللازمة
ُ
ز مربــع   بجزئيهالمستطيل المحصور  سم وتر لدائرة عند أي نقطة داخل الدائرة، فإن إذا ق يساوي الفرق بي 

 من المركز إلى نقطة التقسيم.  منشأةنصف القطر ومربــع القطعة ال 

ي المحتوى بالمستطيل إذا كان  . 2-35-3  اللازمة
ز مساويًا  جزئئ ز المتقاطعتي  ي المحتوى بللمستطيل قطعة من القطعتي 

  جزئئ

ز القطعة الأخرى، فإن    الأربعة تكون على دائرة. نهايات القطعتي 

ز المثلث لأي . 3-35-3  اللازمة ي الزوايا، ي  ز  المستطيل  متساوئي ز متساويتي  ز غي  متناظرين حول أي زاويتي  المحتوى بضلعي 

 متساويان. 

 

 3 لازمة. [، 35-3: ]47- 2-3الشكل 

ض أن  الإثبات ▲لنفير ABO   و▲ DCO  ض وضعهما تكون الزوايا المتساوية عند   بحيث هما المثلثان متساويا الزوايا، وافير

O  ًز غي  المتناظرين، متقابلة رأسي AO̅̅ا وأن الضلعي  ز غي  المتناظرين CA̅̅̅̅، يكونان القطعة CO̅̅̅̅و   ̅̅ BO̅̅. عندها الضلعي  ̅̅  ،OD̅̅ ̅̅ 

BD̅̅يكونان القطعة  ̅̅ 
ّ
= ABD∠  . بما أن  ∠ACD النقاط ،A  ،B ،C  ،D ومن ثم،  [. 1 لازمة. ، 21- 3]  تقع على دائرة 

 AO ·  OC =  BO ·  OD [3-35 . ] 

 تمارين

ي أي مثلث، يكون  -1
ز مساويًا لمساحة أي بالمحتوي   المستطيل فز المحتوى بالعمود على الضلع الثالث  المستطيل ضلعي 

 الدائرة المحيطة. وقطر 

 . هالمحتوى بنصف القطر ووتر ضعف مكملالمستطيل مكمله يساوي  ووتر المحتوى بوتر قوس المستطيل  -2

ت قاعدة المثلث   -3 ي القاعدة على المنصف    المستطيل، عُلم هأضلاع ومجموعإذا عُلِم 
المحتوى بالعمودين من نهايتر

ي للزاوية الرأسية.   الخارجر

ز الأضلاع، عُلم  -4 ت القاعدة والفرق بي  . من  المحتوى بالعمودين  المستطيلإذا عُلِم  ي القاعدة على المنصف الداخلىي
 نهايتر

،  عير  -5 ز ي تقاطع دائرتي 
ئ قاطعإحدى نقطتر ط  أنسر ز ب يالمحتو المستطيل   أن يُعلمبشر  ، أو يكون الأقصى. الوترين المقطوعي 

· AF يلالمستط، نجد أن BFو   AFإذا وصلنا   -6  FB  2المحتوى بنصف القطر و   المستطيليساوي مساحة ·  FI ؛ أي

 . BGو  CF  ومجموع  المحتوى بنصف القطر المستطيل أنه يساوي 
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 على مماس ونقطة خارج الدائرة.  المنشأة  المستطيلات مساحة  .36-3القضية 

ز من النقطة إلى الدائرة،  ، دائرة ونقطة خارج الدائرةي لأ ز   وكانت إحداهما إذا أنشئت قطعتي  ي نقطتي 
ز
تتقاطع مع الدائرة ف

ز المستطيل  مماس للدائرة، فإن مساحة  خرىوالأ  ز من االمحتوى بالقطعتي  لقطعة الأولى تساوي المرب  ع على  الجزئيتي 

 المماس. 

ئ  الإثبات ئ المماس  O●خارج   Pوالنقطة   O●أنسر ا  T ند ع O●إلى    PT̅̅̅̅. ثم أنسر
ً
ئ أيض ط أن تتقاطع  PA̅̅̅̅؛ أنسر مع   PA̅̅̅̅بشر

· AP. ندعىي أن  Aومرة أخرى عند   Bالدائرة عند    BP =  (PT)2 .  . ز ي حالتي 
 نثبت هذا الادعاء فز

 

 1[، الحالة 36-3: ]48- 2-3الشكل 

 .Oمر عير  ت PA̅̅̅̅:  1الحالة 

ئ   OT̅̅أنسر AB̅̅. لأن ̅̅ · AP، فإن Pوخارجيًا عند   Oعند  ةنصفمُ  ̅̅  BP + (OB)2  =  (OP)2 [2 -6 .]   لأنPT̅̅̅̅   مماس لـ

●O   وOT̅̅  [. ومن ثم 18-3قائمة ] OTP∠من المركز إلى نقطة التقاطع،   منشأة ̅̅

(OT)2  +  (PT)2  =  (OP)2 [ 47-1حسب .] 

· APلذلك،    BP + (OB)2  =  (OT)2  +  (PT)2 .   لكن(OB)2  =  (OT)2 لذلك ، و  AP ·  BP = (PT)2. 

 .Oلا تمر عير   PA̅̅̅̅:  2󠄀الحالة 

 

 2[، الحالة 36-3: ]49- 2-3الشكل 
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ئ العمود   OC̅̅ أنسر ̅̅ ⊥ AB̅̅ ئ  ̅̅ OT̅̅؛ أيضا أنسر ̅̅ ،OB̅̅ ̅̅  ،OP̅̅ AB̅̅المركز، تقطع  عير قطعة  ،OC̅̅̅̅. لأن ̅̅ ي لا تمر عير المركز عموديًا،   ̅̅
التر

OC̅̅̅̅  ُنصف يAB̅̅ ̅̅   [3-3 .] 

AB̅̅لأن  · AP، نجد أن  Pومقسم خارجيًا عند   Cنصف عند  مُ  ̅̅  BP + (CB)2  = (CP)2 [2 -6 بإضافة .](OC)2   إلى

 كل جانب، نحصل على: 

AP . BP + (CB)2 + (OC)2 = (CP)2 + (OC)2 

AP . BP + (OB)2 = (OP)2 

ا أن 
ً
2(OT)لدينا أيض  +  (PT)2  =  (OP)2 ،تب  أن على ذلك  ويير

AP . BP + (OB)2 = (OT)2 + (PT)2 

= OBبما أن    OT ،(OB)2  =  (OT)2 ،  ولذلكAP ·  BP =  (PT)2 .   

ز يمكن كتابة  . ملاحظة ي شكل 36-3[ و ]35-3]  القضيتي 
· APالمستطيل  : عبارة واحدة [ فز  BP  ي

وتر  أي المحتوى بقطعتر

 ، سواء داخل أو خارج الدائرة، ثابت. Pيمر عير نقطة ثابتة  دائرة و لأي 

ض أن   الإثبات ئ   Oافير OA̅̅مركز الدائرة، أنسر OB̅̅و   ̅̅ OP̅̅و  ̅̅ ▲  . لاحظ أن̅̅ OAB   و ، ز OP̅̅متساوي الساقي  من منشأة قطعة  ̅̅

ي القاعدة أو امتدادها.  Pرأسه إلى النقطة 
 فز

تب على ذلك أن  · APالمستطيل  يير  BP  ز  ؛ لذلك، فهو ثابت. OPو OB  مربعي   يساوي الفرق بي 

ز . 1-36-3  اللازمة AB̅̅إذا مدت القطعتي  ̅̅  ،CD̅̅ · AP المستطيل ، وإذا كانPعند   تلتقيا ل ̅̅  BP =  CP ·  DP  تكون ،

 [(. 2 لازمة.  ،35-3على دائرة )قارن ] Dو   Cو   Bو  Aالنقاط 

ك متساويان )قارن ] . 2-36-3  اللازمة ي الوتر المشير
ز من أي نقطة فز  [(. 6  #،  17-3المماسان لدائرتي 

كة لأي ثلاث دوائر متقاطعة تتقاطع )قارن ] . 3-36-3  اللازمة  [(. 7  #، 17-3الأوتار المشير

 تمارين

AD̅̅إذا أنشئت القطعة  -1 ▲لـ   Aمن الرأس   ̅̅ ABC   الذي يقطعCB̅̅̅̅   الممتدة إلىD ويصنع الزاوية  ∠BAD =  ∠ACB  ،

· DBأثبت أن    DC =  (DA)2. 

 [. 1- 36- 3. لازمة] اثبت -2
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 .𝐈𝐈على مماس ونقطة خارج الدائرة  المستطيلات المنشأة مساحة  . 37-3القضية 

،   لأي ز ي نقطتي 
ز
ز من النقطة إلى الدائرة، تتقاطع أولهما مع الدائرة ف دائرة ونقطة خارج الدائرة. إذا أنشئت قطعتي 

ز للقطعة الأولى المستطيل ومساحة  ز الجزئيتي  ساوي المرب  ع الموجود على القطعة الثانية، عندها  يالمحتوى بالقطعتي 

 مماس للدائرة.  ةكون الثانيت

· AP)طيل المستإذا كان  الإثبات  BPي ( المحتوي ب
ز لقاطع ا  جزئئ ( يساوي O●( خارج الدائرة )Pمن أي نقطة ) والمنشأتي 

ي   ،القطعة هذه من نفس النقطة لتقابل الدائرة، ندعىي أن منشأة( الPT̅̅̅̅القطعة )  مساحة المربــع الموجود على
ي تلتفر

التر

 مماس لتلك الدائرة.  ،بالدائرة 

 

 [ 37-3: ]50- 2-3الشكل 

ئ  Pمن  PQ̅̅، أنسر ي تمس  ̅̅
ئ  O [3-17●  التر OP̅̅[. أنسر ̅̅ ،OQ̅̅ ̅̅ ،OT̅̅ · AP. حسب الفرضية،  ̅̅  BP =  (PT)2 ؛ حسب 

[3-36  ،]AP ·  BP =  (PQ)2 .   ومن ثم(PT)2  =  (PQ)2  وبالتالىي ،PT =  PQ . 

ي ا
ز  فز ▲لمثلثي  OTP   و▲ OQP :OT =  OQ   وTP =  QP  قاعدة يتشاركان الوOP̅̅  [،  8-1. حسب ]̅̅

▲ OTP ≅ ▲ OQP لذلك  ، و∠OTP =  ∠OQP. 

PQ̅̅قائمة لأن   OQP∠لكن    O [3 -16 .]●مماس لـ   PT̅̅̅̅فإن   ولذلكقائمة،  OTP∠[؛ بالتالىي  38-3مماس ] ̅̅

  . 1-37-3  اللازمة
ُ
ض أننا أ ز من النقطة إلى الدائرة، تتقاطع أولهما مع  و عطينا دائرة ونقطة خارج الدائرة لنفير أنشئت قطعتي 

   . ز ز  المستطيل قط إذا، كانت مساحة إذا وف مماسًا للدائرة،تكون الثانية الدائرة عند نقطتي  ز الجزئيتي  المحتوى بالقطعتي 

 للقطعة الأولى مساوي للمربــع الموجود على المماس. 

 تمارين

ئ دائرة تمر عير  -1 : أي  أنسر ز ز التاليي  طي  ز وتحقق الشر  نقطتي 

 خط؛ تمس أي )أ( 

 . ةدائر تمس أي )ب( 

ئ دائرة  -2 ؛ أو  تمس أي نقطة و عير أي  أنسر ز  دائرة. أي خط و تمس أي خطي 

ئ دائرة تمر عير  -3  دائرة. أي  وتمسخط أي مركزها على بحيث يكون نقطة أي  أنسر

ئ دائرة  -4 ز وتقطع قوس لأ عير أي  أنسر  دائرة. ي نقطتي 
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ك  EF̅̅̅̅أربــع نقاط متسامتة وكانت  A  ،B ،C  ،Dإذا كانت   -5 ز قطراهما  مماس مشير ز اللتي  AB̅̅للدائرتي  ̅̅ ،CD̅̅ اثبت أن عندها ، ̅̅

ز   ▲المثلثي  AEB  ،▲ CFD  .متساويا الزوايا 

 

 . 3أسئلة الامتحان للفصل 

 ؟ 3ما موضوع الفصل  -1

 متساوية. العرف الدوائر  -2

 عرف الوتر.  -3

 ؟متر يصبح القاطع مماسًا -4

ز القوس والقطاع  -5  ؟ما الفرق بي 

 ؟ ما المقصود بزاوية القطع -6

 ؟ فما مقدار زاويته كله  إذا كان قوس الدائرة يساوي سدس المحيط -7

 ؟ القطوع هي ما  -8

 ؟ عما المقصود بزاوية واقفة على قط -9

 ؟الرباعىي الدائريهو الشكل ما   -11

ز خط ودائرة  -12  ؟ كم عدد التقاطعات الممكنة بي 

ز   -13 ز دائرتي   ؟ كم عدد نقاط التقاطع الممكنة بي 

ي نقطة دائرتانتماست لماذا إذا   -14
كة أخرى فز  ؟لا يمكن أن يكون لهما أي نقطة مشير

 [. 12- 3[ و ]11-3اذكر قضية تشمل ] -15

ي القضية ما ال  -16
 ؟ حالة حدية لها 16 #تر

 ؟ما التعريف الحديث للزاوية   -17

 ؟ كيف يختلف التعريف الحديث للزاوية عن تعريف اقليدس  -18

ز ] -19  [. 19-3[ و ] 18- 3[ و ]16-3اذكر العلاقات بي 

ي ]   -20
 ؟ [ حالات حدية لها19-3[ و ] 18- 3[ و ]16-3ما هي القضايا التر

كة الممكنة لدائرتان  -21  ؟ كم عدد المماسات المشير

ي مستطيل ما مقدار   -22
 ؟ م  25. 4م عن مركز دائرة نصف قطرها   65. 3عير نقطة تبعد  المنشأ الوتر  جزئئ

منها   أ ، أثبت أن طول المماس المنش من المحيط  دامأق hوعلى بعد  ميل  7920نقطة خارج محيط دائرة قطرها   لأي  -24

√  إلى الدائرة هو 
3h

2
 ميل.  



171 
 

 بوصة. أوجد طول القطر.   2بوصة على التوالىي والمسافة بينهما   16بوصة و  12وتران متوازيان لدائرة قياسهما    -25

ي تلامس   -26
ي أي ما المحل الهندشي لمراكز جميع الدوائر التر

 أي نقطة؟دائرة فز

ط الذي يجب استيفاءه حتر   -27  ؟تمر دائرة بأربــع نقاطما الشر

 ؟ يكون القطعزاوية قائمة، فأي جزء المحيط   5. 1طع من دائرة تساوي ق على إذا كانت الزاوية -28

.  3اذكر مقلوب قضايا الفصل   -29
ً
ة  المثبتة مباسرر

ي الدائرة  -30
 ؟ ما المحل الهندشي لنقاط المنتصف لأوتار متساوية فز

ي إذا كان  -31
ز هما  أي قطر  نصفز ز مركزيــهما هي  8و   6دائرتي  ك.  أوجد طول وترهم . 10، والمسافة بي   المشير

ي دائرة، اثبت أن مجموع مجموعة من الزوايا  -32
ي من الأضلاع مدرج فز يساوي مجموع   المتبادلةإذا كان شكل ذو عدد زوجر

 الزوايا المتبقية. 

 3تمارين الفصل 

ي دائرة  -1
 يساوي مربــع القطر.  أجزاءهما ، فإن مجموع مربعات عموديًا إذا تقاطع وتران فز

العمودين عليها من النقطة الثابتة ومن مركز  مستطيل دائرة مقابل زاوية قائمة عند نقطة ثابتة، فإن أي وتر من وقف إذا  -2

ي يمكن العثور عليهما( ثابت. 
ز )والتر ز أخريي  ز ثابتتي  ا، مجموع مربعي العمودين عليه من نقطتي 

ً
ا. أيض

ً
 الدائرة يكون ثابت

ي تقاطع دائرت -3
ئ خط عير إحدى نقطتر ،إذا أنسر ز ي نقطتي 

ي بهما مرة أخرى فز
ط أن يلتفر ز بشر ز متساويتي  ز هات فإن  ي  ز النقطت ي    ي 

ي البعد عن نقطة التقاطع الأخرى. 
 متساويتر

ط  -4 ئ مماس لدائرة بشر  المثلث المتكون منه ومماسان ثابتان للدائرة:   أن يكونأنسر

   أ( الأقصى)

 .  )ب( الأدئز

ي التقاطع  أنشئت إذا  -5
ز  دائر لأي  Bو   Aعير نقطتر ز أي قطعتي  ACD̅̅تي  ̅̅ ̅̅، BEF̅̅ ̅̅ بالتوازي مع بعضهما البعض ويلتقيان    ̅

ز مرة أخرى عند  ب = CDعندها نجد أن   ،C  ،D ،E  ،Fالدائرتي   EF. 

ي كل مثلث، يكون منصف الزاوية   -6
 . منصفأصغر  كير الأ فز

ي أقطارها  -7
ي أربــع نقاط   الأضلاعالدوائر التر

 دائرة. تمر بها  الأربعة لأي رباعىي دائري تتقاطع مرة أخرى فز

 تحدد الرؤوس الأربــع للشكل الرباعىي الدائري أربعة مثلثات تشكل مراكزها العمودية )تقاطعات ارتفاعاتها( رباعيًا مساويًا  -8

 . للرباعىي الأول

ز  -9 كي  ي عير إذا أنشئنا وترين مشير
ز  تقاطعإحدى نقطتر ي هذه الأوتار تشكل زاوية  دائرتي 

ز نهايتر ي تصل بي 
، فإن القطع التر

 معينة مع بعضها البعض. 

ي محيط الدائرة على وتر  -10
ز يساوي  التماس إن المربــع الموجود على العمودي من أي نقطة فز ز مماسي  مستطيل  بي 

 . ز  العمودين من نفس النقطة على المماسي 

ك لأي   الأضلاعبحيث تكون  عىي أربــع دوائر مبنية على أضلاع شكل ربالأي   -12 أقطار هذه الدوائر. اثبت أن الوتر المشير

ز  ك للضلعي  ز متجاورين يوازي الوتر المشير  . الآخرينضلعي 
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ي دائرة على أقطار شكل رباعىي مدرج تساوي  المستطيل -13
المحتوى  المستطيل المحتوى بالعمودين من أي نقطة فز

 . ز ز متقابلي   بالعمودين من نفس النقطة على أي ضلعي 

، أي خط Aإذا أنشئنا من   -15 ز ي تقاطع دائرتي 
ي         ⃡ ABC  ، إحدى نقطتر

ز مرة أخرى فز ز  ، Cو   Bيقطع الدائرتي  فإن المماسي 

 بزاوية معينة.  Cو  Bعند  انيتقاطع

ز المحل الهندشي لنقطة، فإن أي دائرة عير لأي إذا مر وتر  -16  . مستقيمخط هو  تقاطع المماسان عند النهايتي 

ي للزاوية الرأسية. 17-3لـ ] المشابهةاذكر واثبت القضية  -18  [ للمنصف الخارجر

ي لشكل رباعىي دائري يساوي مجموع المربع -19 ز من نهايتيه إلى الدائرة المحيطة. المربــع على القطر الخارجر ز على المماسي   ي 

 يمر عير نقطة معينة.   التماسدائرة وخط، فإن وتر أي دائرة "متحركة"  مستإذا  -20

ز  هما  E، و  Dمحيط دائرة، و   علىثلاث نقاط  A ،B  ،Cإذا كانت   -21 ي المنتصف للقوسي 
، وإذا تقاطعت AB  ،ACنقطتر

DE̅̅القطعة  AB̅̅مع الوترين    ̅̅ ̅̅ ،AC̅̅̅̅  عند  F  وG  ،فإن AF =  AG. 

 إذا  -22
ُ
ز نقاط الاتصال متعامدان. درجت أ ز بي  ز الواصلي  ي شكل رباعىي دائري، فإن الخطي 

 دائرة فز

ئ الوتر  -23 ز  الأصغر إذا أنسر ز  من نقطة تقاطع قطري رباعىي دائري، فإن هذه النقطة ستنصف جزء الوتر بي  الضلعي 

ز للشكل الرباعىي   . المتقابلي 

ئ المثلث.  تهقاعدة المثلث وزاويإذا علمت  -24 ي للزاوية الرأسية، أنسر  الرأسية والمنصف الداخلىي أو الخارجر

AD̅̅أي وتر   ،BACقوس  ي لأ Aخلال نقطة المنتصف   ،إذا أنشئنا  -25 · ADالمستطيل  فإن، Eعند   BC قاطعًا  ̅̅  AE   قيمة

 . ةثابت

كة.  -26  الدوائر الأربعة المحيطة بالمثلثات الأربعة المكونة من أربعة خطوط تمر عير نقطة مشير

▲ثلاث نقاط على الأضلاع الثلاثة للمثلث    X ،Y  ،Zإذا كانت   -27 ABC  فإن الدوائر الثلاثة حول المثلثات ،▲ YAZ، 

 ▲ ZBX  ،▲ XCY  .كة  تمر عير نقطة مشير

ي التمرين السابق، ستكون الزوايا الثلاث للمثلث   -28
كة فز ▲إذا أعطيت موضع النقطة المشير XYZ   معلومة، والعكس

 بالعكس. 

ط أن تمر أضلاعه الثلاث عير أي ضع  -29  ثلاث نقاط.  أي مثلث بشر

ط أن تكون رؤوسه الثلاثة على أي ضع  -30  ثلاثة خطوط. أي  مثلث بشر

ئ أكير مثلث زواياه مسا -31 ط أن تمر أضلاعه أي وية لزوايا أنسر تيب، بشر  ثلاث نقاط. أي  عير مثلث، على الير

ئ أصغر مثلث زواياه مساوية لزوايا  -32 ط أن تقع رؤوسه على أي أنسر  . طثلاثة خطو أي  مثلث، بشر

ئ أكير مثلث زواياه مساوية لزوايا  -33 ط أن  أي أنسر  ثلاث دوائر. أي أضلاعه تمس مثلث، بشر

، فإن الضلع الثالث يلامس دائرة ثابتة. ي لأإذا مر ضلعان  -34 ز ز ثابتتي   مثلث عير نقطتي 

، فإن الضلع الثالث   مسإذا  -35 ز ز ثابتتي   دائرة ثابتة. يمس ضلعان من أضلاع مثلث دائرتي 

ئ مثلث متساوي الأضلاع رأسه عند  -36 ي قاعدته على أي أنسر
 دائرة. أي نقطة ونهايتر
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ئ مثلث متساوي الأضلاع رأسه عند  -37 ي قاعدته على أي أنسر
. أي نقطة ونهايتر ز  دائرتي 

ط أن أي ضع  -38  أضلاعه الثلاث ثلاث دوائر. تمس مثلث، بشر

. أي أحط مربــع حول  -39  شكل رباعىي

ي  درجا -40
. أي مربــع فز  شكل رباعىي

ئ الدوائر التالية:  -41  أنسر

؛ أي  دائرة وتمر عير أي )أ( العمودية )تقطع بزاوية قائمة( على  ز  نقطتي 

، وتمر عير  ز ز أخريي   نقطة؛أي  )ب( عمودية على دائرتي 

 )ج( عمودية على ثلاث دوائر أخريات. 

ي قطر  نا إذا أنشئ  -42
AB̅̅نصف دائرة  لمن نهايتر AD̅̅وترين   ̅̅  ، فسنجد أنCاللذين يلتقيان عند   BE̅̅̅̅و  ̅̅

  AC . AD + BC . BE = (AB)2. 

ز   ABCDإذا كان   -43 ،  Dو  C، وثالثة عير  Cو   B، وأخرى عير  Bو   Aرباعىي دائري، وإذا أنشئنا أي دائرة تمر عير النقطتي 

ي  ،E ،F ،G  ،H، فإن هذه الدوائر تتقاطع على التوالىي عند أربــع نقاط أخرى  Aو   Dورابعة عير 
 تشكل رباعيًا دائريًا آخر.  والتر

▲ ان إذا ك -44 ABC  مثلث متساوي الأضلاع، فما هو المحل الهندشي لنقطةM  إذا كانت ، MA = MB + MC 

ي   -45
ز إذا علمت مثلث، أي فز ز من حيث القياس والموضع،  أي مجموع أو الفرق بي  ز والزاوية المكونة بهذين الضلعي  ضلعي 

ا  هو  المحل الهندشي لمركز الدائرة المحيطة فإن 
ً
 . مستقيمًا خط

ئ دائرة:  -46  أنسر

ز عير أي )أ(   ؛ تنصفان محيط دائرة أخرىنقطتي 

ز نقطة تنصف محيط عير أي )ب(   . أي دائرتي 

. أي أوجد المحل الهندشي لمركز دائرة تنصف محيط  -47 ز  دائرتي 

ئ دائرة تنصف محيط  -48  ثلاث دوائر. أي أنسر

CD̅̅إذا كان   -49 ي نصف  Cعمودي من أي نقطة  ̅̅
AB̅̅دائرة على القطر الفز ̅̅،  ●EFG  تمس  DB̅̅ CD̅̅و   Eعند  ̅̅ ونصف   Fعند   ̅̅

 ، اثبت أن: Gالدائرة عند  

 متسامتة؛  A ،F  ،G)أ( النقاط  

= AC)ب(   AE . 

ئ من الزاوية المنفرجة إلى الضلع المقابل قطعإذا أ -50 ا  مجزأين مربعهإلى تقسم الضلع  ةعطيت مثلث منفرج الزاوية، أنسر

 . المقابل المحتوى بجزأي الضلعالمستطيل  يساوي

AB̅̅يقطعان الوترين   O  عير  تانالمار  القطعتان المتعامدتانكانت و  Eنقطة خارج دائرة مركزها   Oإذا كانت   -51 ̅̅ ،CD̅̅ ، اثبت  ̅̅

2(AB)أن   + (CD)2  +  4 ·  (OE)2  =  8 ·  (R)2 . 
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ز  حتوياتالمُ  المستطيلاتمجموع المربعات على أضلاع المثلث يساوي ضعف مجموع   -52 الرأس   بكل عمود والجزء بي 

ا يساوي 
ً
· 12المناظر والمركز العمودي. وأيض  (R)2  المركز العمودي إلى   منمطروحًا منه مجموع مربعات المسافات

الرؤوس. 

 4الفصل 

 6الفصل 

 


